
A természettudományok a világ jelenségeinek egyre

16. ábra. Kampf József szobrászmûvész BME kertben található Gá-
bor Dénes szobráról Szabó Sándor készítette azt a hologramot, ami
az egyetem Informatikai épületében állandóan megtekinthetõ.

precízebb megfigyelésével lesik el annak viselkedését,
tulajdonságait, ha úgy tetszik, törvényeit. Számomra
különösen izgalmasak azok az eredmények, amelyek-
nek nincsenek természetes, alaposan tanulmányozható
elõzménye, alapja. Azok a felfedezések lelkesítenek,
amelyek kizárólag az emberi elme csodálatos mûködé-
sének teremtményei. Ezek közé tartozik – például – az
évezredes gyökerekkel bíró geometria és matematika.
A fizika újkorában pedig már sok ilyent találunk. Ide
sorolhatjuk például a lézereket és a holográfiát.

Megalkotásuk elõtt semmi hasonló nem létezett az ál-
talunk addig ismert világban. A természet ezeket való-
színûleg „elfeledte” létrehozni. A lézereknél még ma
sem zárhatjuk ki biztosan az esetleges „természetes”
például a kozmikus térben kialakuló csillaglézerek léte-
zését. A holográfia természetes formájának léte viszont
nagyon valószínûtlennek tûnik. Remélem olvasóim is
átérzik, hogy Bolyai Jánoshoz hasonlóan Gábor Dénes
(16. ábra) is egy „újj” világot teremtett a semmibõl.

Végezetül elnézést szeretnék kérni a cikk ábrái
miatt. Reménytelen vállalkozás egy jól sikerült hang-
versenyrõl úgy írni, hogy a szöveget kissé hamis du-
dorászással illusztráljuk. Ugyanilyen élményvesztést
eredményez a hologramok fotóinak bemutatása, ame-
lyekbõl így éppen a mûvek lényege hiányzik. Remé-
lem, hogy néhány év múlva – a 11 milliós példányszá-
mú National Geographic 1984. márciusi és 1985. no-
vemberi címlapjához, majd 1988. decemberi borítójá-

hoz hasonlóan – már a Fizikai Szemle is valódi holo-
ábrákkal fogja megjelentetni a digitális és sokszorosí-
tott holográfia hazai eredményeit ismertetõ cikkeit.
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GONDOLATOK AZ EÖTVÖS-VERSENY 1. PÉLDÁJÁRÓL
1. rész: stacionárius eset
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A 2016. évi Eötvös-verseny elsõ példája egy súrlódással
kapcsolatos mechanikai fizikapélda, amely újabb és
újabb gondolatokat ébreszt, megoldása számos ötletet
ad további feladatok számára. A feladat így szólt:

Vízszintes helyzetû, elegendõen nagy méretû, tég-
lalap alakú rajztáblán egy begrafitozott, kicsiny pénz-
érme fekszik. A rajztáblát saját síkjában mozgatni
kezdjük úgy, hogy középpontja R sugarú körön ha-
ladjon ω szögsebességgel, miközben oldalai az eredeti
helyzetükkel mindvégig párhuzamosak maradnak.

Az érme és a rajztábla közötti súrlódási együttható
μ, amelynek értéke elég kicsi ahhoz, hogy az érme
folyamatosan csússzon.

Hogyan mozog az érme hosszabb idõ után? Milyen
nyomot hagy eközben a rajztáblán?

Ehhez a feladathoz csak a súrlódás fizikájának isme-
rete szükséges. Régi megállapítás, amelyet Guillame
Amantons már 1699-ben leírt, hogy a súrlódási erõ
arányos a terheléssel és felületfüggetlen. A súrlódási
erõ sebességfüggetlenségét csupán késõbb, 1785-
ben fogalmazta meg Charles Augustine Coulomb.
Azt a tényt, hogy iránya a két felület relatív mozgá-
sának irányába esik, természetesnek vették. Amelyik
felületre hat az erõ, annak iránya a hozzá viszonyí-
tott sebességgel ellentétes irányú, és a másik felü-
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letre ható erõ ezzel ellentétes, teljesítve Newton har-
madik törvényét.

A rajztábla minden pontja körmozgást végez, még-
sem mondhatjuk e mozgásról, hogy forgómozgás,
mivel oldalai eredeti helyzetükkel párhuzamosak ma-
radnak. Így a rajztábla idõben változó irányú eltolást,
azaz transzlációt végez.

A rajztábla egy pontjának koordinátáit az idõ függ-
vényében felírva:

A rezgõmozgás kinetikájának ismeretében kapjuk a

(1.a)X = R cos(ω t ),

Y = R sin(ω t ).

sebesség és a gyorsulás koordinátáit is:

A teljes mozgás analitikusan nem oldható meg, és a

(1.b)
Vx = −R ω sin(ω t ), Vy = R ω cos(ω t ),

Ax = −R ω 2 cos(ω t ), Ay = −R ω 2 sin(ω t ).

feladat is csak a hosszabb idõ után beállt, stacionárius
mozgás leírását tûzi ki célul. Ebben a cikkben mi is
ezt kívánjuk megoldani. Könnyen megbecsülhetõ,
hogy a stacionárius mozgás is körmozgás. Kézzel
mozgatott papírlapon jól látszik a mozgás menete.
Tegyük fel, hogy a mozgás körmozgás. Azonnal fel
tudjuk írni az érme gyorsulásának komponenseit.

Mivel az érmére csak a súrlódási erõ hat, a gyorsu-
lás nagysága μg. A gyorsulás komponensei:

Az asztal mozgásához képest beírtunk egy negatív

(2.a)
ax = −μ g cos(ω t − ϕ ),

ay = −μ g sin(ω t − ϕ ).

elõjelet és egy jelenleg ismeretlen fáziskülönbséget is,
mert a mozgás az asztal mozgásához képest késhet –
és késik is. Az elõjelet azért írtuk, hogy a helykoordi-
nátákban ne legyen negatív elõjel. Most visszafelé
haladva, a gyorsulásból a sebesség és a helyvektor
komponenseit is felírhatjuk.

A gyorsulásból meghatározott sebesség még meg-

(2.b)

vx = − μ g
ω

sin(ω t − ϕ ), vy = μ g
ω

cos(ω t − ϕ ),

x = μ g

ω 2
cos(ω t − ϕ ), y = μ g

ω 2
sin(ω t − ϕ ).

engedne egy állandó, idõtõl nem függõ sebességet is,
de ehhez a súrlódás miatt erõ is járulna, amit az állan-
dósult mozgás feltétele nem enged meg. Hasonlóan, a
helyhez is járul egy állandó, amely a körmozgás kö-
zéppontját határozza meg. Ha koordináta-rendsze-
rünk kezdõpontját a körpálya közepére helyezzük, ez
sem jelenik meg.

A feladat megoldásához az a fizikai ismeret szüksé-
ges, hogy a súrlódási erõ és így esetünkben a gyorsu-
lás iránya megegyezik a két súrlódó felület relatív
mozgásának irányával. Egyenlettel kifejezve

(3)ax = β Vx − vx és ay = β Vy − vy .

Ebbe helyettesítve a fent megadott (2) kifejezéseket.

Mindkét összefüggés minden idõben csak úgy áll-

(4)

−μ g cos(ω t − ϕ ) =

= β ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

R ω sin(ω t ) − μ g
ω

sin(ω t − ϕ ) ,

−μ g sin(ω t − ϕ ) =

= β ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

−R ω cos(ω t ) μ g
ω

cos(ω t − ϕ ) .

hat fenn, ha mind a szinuszos és mind a koszinuszos
tagok együtthatója a két oldalon megegyezik. Ez négy
egyenletet ad, de nekünk csak két ismeretlenünk van:
ϕ és β. Azután, hogy meghatároztuk a négy egyenle-
tet, a rejtély megoldása nyilvánvaló. Az elsõ egyenlet
szinuszos tagjaiból ugyanazt az egyenletet kapjuk,
mint a második egyenlet koszinuszos tagjaiból és for-
dítva. A két egyenlet:

Az egyenletrendszer megoldása kézenfekvõ. A két

(5)
μ g cosϕ = β μ g

ω
sinϕ ,

μ g sinϕ = β ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

− μ g
ω

cosϕ R ω .

ismeretlenre

kifejezést kapjuk.

(6)

cosϕ = μ g

R ω 2
és

β = ω cosϕ
sinϕ

= ω μ g

R ω 2 2
− (μ g)2

Ha μg > Rω2, akkor a megoldás értelmetlen. Ez az
a helyzet, amikor a rajztáblához képest az érme az
erõs súrlódás miatt nem mozog. Ha egyenlõség áll
fenn, akkor a mozgás még nem indul meg, a két moz-
gás között nincs fázisszög, sugaruk is egyenlõ, azaz a
rajztáblán az érme áll.

A mozgást ezekkel az egyenletekkel majdnem telje-
sen meghatároztuk, ugyanis a fázistolás mértéke is-
mert. A meghatározás azért nem teljes, mivel semmi
feltevést nem tettünk a körmozgás középpontjára. Az
egyenletekbõl erre nem is következtethetünk, mert
minden egyenletben csak a sebesség és gyorsulás
szerepel, így a körpálya középpontja ismeretlen. A
középpontot csak a teljes mozgás határozza meg,
vagyis a mozgás kezdeti feltételei.

Hátra van még az érem nyoma a rajztáblán. A rajz-
táblához viszonyított mozgást az

(7)
x − X = μ g

ω 2
cos(ω t − ϕ ) − R cos(ω t ),

y − Y = μ g

ω 2
sin(ω t − ϕ ) − R sin(ω t )

formula adja.
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Felhasználva a szögfüggvények addíciós képleteit:

A relatív koordinátákat kifejezhetjük ϕ és R függvé-

(8)

x − X = ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

μ g

ω 2
cosϕ − R cos(ω t )

μ g

ω 2
sinϕ sin(ω t ),

y − Y = ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

μ g

ω 2
cosϕ − R sin(ω t ) −

− μ g

ω 2
sinϕ cos(ω t ).

nyeként, kis átalakítással:

A fenti képlet is körmozgást mutat

(9)x − X = R sinϕ sin(ω t − ϕ ) = ρ sin(ω t − ϕ ),

y − Y = −R sinϕ cos(ω t − ϕ ) = −ρ cos(ω t − ϕ ).

sugárral, és a körmozgás fázisa a rajztábla fázisához

(10)ρ = R sinϕ = R 2 − ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

μ g

ω 2

2

képest

lemaradásban van. A körpálya sugara mind a rajztáb-

π
2

ϕ

lához viszonyított rendszerben, mind az álló, azaz
inerciarendszerben kisebb, mint a rajztábla körmoz-
gásának sugara.

Nemcsak arra a kérdésre feleltünk, amit a kitûzött
feladat kérdezett, hanem a mozgást annál részleteseb-
ben, a nyugalmi rendszerhez és a rajztáblához viszo-
nyítva írtuk le. Említettük, hogy a körpálya közép-
pontja az állandósult megoldásban nem meghatáro-
zott, a pálya stabilitásának vizsgálatakor látni fogjuk,
ez még megtárgyalandó problémát okoz.

A fent leírt megoldás elég bonyolult, különbözõ
matematikai ismeretek egyszerûsíthetik a megoldást.
A következõkben még két megoldási módot vázo-
lunk. Az egyik a komplex számokat használja fel,
ehhez a komplex számok matematikájának ismerete
szükséges, de a másik, geometriai megoldás jóval
egyszerûbben, érthetõbben jut a végeredményhez.

Komplex leírási mód

Az (1)-tõl a (3) képletekig az egyenleteket komplex
alakba lehet átírni. Bevezetve az X = X+ iY, és x =
x+ iy komplex helyet, az (1) képlet a

alakot kapja.

(11)

X = R ei ω t,

V = i ω R ei ω t,

A = −ω 2 R ei ω t

A (2) képlet az alábbiakra módosul:

A (4) képlet átírásában az exponenciális idõfüggés-

(12)

x = μ g

ω 2
e i ω t e−i ϕ,

v = i μ g
ω

R ei ω t e−i ϕ,

a = −μ g R e i ω t e−i ϕ.

sel azonnal lehet egyszerûsíteni.

E komplex egyenlet valós és képzetes részébõl

(13)−μ g e−i ϕ = i β ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

μ g
ω

e−i ϕ − ω R .

(ami természetesen most nem négy, hanem két
egyenlet) ϕ-t és β-t meg lehet határozni (6).

A relatív mozgást leíró komplex mennyiség:

A komplex amplitúdót a (6) képlet felhasználásával

(14)x − X = ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

μ g

ω 2
e−i ϕ − R ei ω t.

átalakítjuk.

A (10) képletben meghatározott sugár felhasználásá-

(15)

μ g

ω 2
e−i ϕ − R = R cosϕ e−i ϕ − 1 =

= R ei ϕ − i sinϕ e−i ϕ − 1 =

= R sinϕ e
−i π

2
ϕ

.

val a relatív mozgásra kapjuk:

ami szintén mutatja a π/2+ϕ fáziskésést.

(16)
x − X = ρ e

i ω t − π
2

ϕ
,

A komplex leírásmód ugyanazokat az eredménye-
ket kevesebb számolással és áttekinthetõbben adja,
de ennek használata – természetesen – bizonyos gya-
korlatot kíván.

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

Geometriai megoldás

A megoldás lényegesen egyszerûsödik, ha az algebrai
számolások helyett a vektorgeometriát hívjuk segítsé-
gül. Vegyük azt a pillanatot, amikor a rajztábla kitérését
egy R hosszúságú vízszintes nyíl ábrázolja, ahogy ez a
mellékelt ábrán látható. Ha az idõfolyamatot nézzük,
akkor ez a nyíl pozitív irányban forog, de most elég egy
pillanatot ábrázolni. Az érme körforgásának sugara

ezért ilyen hosszú vektorral jellemezzük, de az origó-

μ g

ω 2
,

tól ϕ szöggel lefelé áll (lásd az ábrát ). A rajztábla se-
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bességvektora függõlegesen felfelé áll, nagysága Rω.

hely sebesség gyorsulás

R
R�

R�
2

� �g/

� �g/ 2

�g

� �

�
�

Az érme sebességvektora szintén merõleges a hely-
vektorra, nagysága

A gyorsulásvektorok további elforgatással nyerhetõk,

μ g
ω

.

és nagyságuk Rω2 és μg.
Az ábrából minden információt leolvashatunk:

cosϕ = μ g

R ω 2
.

A Eötvös-verseny feladatának eredménye a rajztáb-
lához viszonyított mozgás sugara, amit a Pitagorasz-
tétel határoz meg:

Továbbá az érem gyorsulása és a sebességkülönb-

ρ = R 2 − ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

μ g

R ω 2

2

.

ség hányadosából kapjuk β-t, és látjuk a rajztáblán
lévõ mozgás fáziskésését is.

A geometriai megoldás sokkal rövidebb, de többet
hagyatkozunk gondolatainkra, több gondolkodással fi-
zetünk. Azon megoldásban, ahol többet kellett számol-
nunk, a félreszámolás lehetõsége nagyobb, az keve-
sebb gondolkodást, de több figyelmet követel.

Ez a cikk az állandósult, azaz stacionárius mozgás-
sal foglalkozott. Következõ írásunk a teljes mozgás
leírását tartalmazza, azt is, ahogy a stacionárius álla-
pot beáll, valamint vizsgáljuk a mozgás stabilitását is.
Vizsgálatunk nagy része a numerikus számolás ered-
ményének taglalásából áll majd.
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