A FIZIKA TANITASA

GONDOLATOK AZ EOTVOS-VERSENY 1. PELDAJAROL

1. rész: stacionarius eset

A 2010. évi Eotvos-verseny els6 példaja egy surlodassal
kapcsolatos mechanikai fizikapélda, amely Gjabb és
Ujabb gondolatokat ébreszt, megolddsa szamos Otletet
ad tovabbi feladatok szamara. A feladat igy szolt:

Vizszintes helyzetd, elegend6en nagy méretd, tég-
lalap alaku rajztablan egy begrafitozott, kicsiny pénz-
érme fekszik. A rajztablat sajat sikjaban mozgatni
kezdjik tgy, hogy kozéppontja R sugard koron ha-
ladjon m szogsebességgel, mikozben oldalai az eredeti
helyzetikkel mindvégig parhuzamosak maradnak.

Az érme és a rajztabla kozotti sarlodasi egytitthato
i, amelynek értéke elég kicsi ahhoz, hogy az érme
folyamatosan csusszon.
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Hogyan mozog az érme hosszabb id6 utan? Milyen
nyomot hagy ekodzben a rajztablan?

Ehhez a feladathoz csak a sturlodas fizikdjanak isme-
rete sziikséges. Régi megallapitas, amelyet Guillame
Amantons mar 1699-ben leirt, hogy a sarlodasi erd
aranyos a terheléssel és feliletfiggetlen. A strlodasi
erd sebességfiiggetlenségét csupan késébb, 1785-
ben fogalmazta meg Charles Augustine Coulomb.
Azt a tényt, hogy irdnya a két feliilet relativ mozga-
sanak irdnyaba esik, természetesnek vették. Amelyik
feltiletre hat az er$, annak iranya a hozza viszonyi-
tott sebességgel ellentétes irinyQ, és a masik feli-
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letre hat6 erd ezzel ellentétes, teljesitve Newton har-
madik torvényét.

A rajztabla minden pontja kormozgast végez, még-
sem mondhatjuk e mozgasrol, hogy forgobmozgas,
mivel oldalai eredeti helyzetiikkel parhuzamosak ma-
radnak. Igy a rajztabla idében viltozo irinyu eltoldst,
azaz transzlaciot végez.

A rajztabla egy pontjanak koordinatait az idé fligg-
vényében felirva:

X = Rcos(m 1),
Y = Rsin(w 1).

(1.2)

A rezgémozgis kinetikdjanak ismeretében kapjuk a
sebesség és a gyorsulas koordinatait is:

v

X

—Ro sin(w 1), V,= Rw cos(w 1),
‘ (1.b)

A = -Rmo’cos(wt), A = -Rn’sin(o® 1).

X

y

A teljes mozgas analitikusan nem oldhat6 meg, és a
feladat is csak a hosszabb id& utan beillt, stacionarius
mozgas leirdsat tdzi ki célul. Ebben a cikkben mi is
ezt kivanjuk megoldani. Kénnyen megbecsiilhetd,
hogy a stacionarius mozgas is kormozgas. Kézzel
mozgatott papirlapon jol latszik a mozgis menete.
Tegyik fel, hogy a mozgis kormozgas. Azonnal fel
tudjuk irni az érme gyorsuldsanak komponenseit.

Mivel az érmére csak a strlodasi erd hat, a gyorsu-
las nagysaga L g. A gyorsulds komponensei:

a,= —| gcos(w t— @), 2.2)
a, = -l gsin(® - ¢).

Az asztal mozgasihoz képest beirtunk egy negativ
elGjelet és egy jelenleg ismeretlen faziskilonbséget is,
mert a mozgas az asztal mozgasihoz képest késhet —
és késik is. Az elGjelet azért irtuk, hogy a helykoordi-
natakban ne legyen negativ elgjel. Most visszafelé
haladva, a gyorsulasbol a sebesség és a helyvektor
komponenseit is felirhatjuk.

v, = kg sin(®w - @), v, = %cos((o - ),
@ ® 2.b)

X = M—‘?cos((n 1—Q), y-= l'l—‘zgsin((n 1= Q).
(O (O]

A gyorsulasbol meghatarozott sebesség még meg-
engedne egy allando, id6tdl nem fiiggs sebességet is,
de ehhez a strlodas miatt erd is jarulna, amit az allan-
dosult mozgas feltétele nem enged meg. Hasonl6an, a
helyhez is jarul egy allando, amely a kérmozgas ko-
zéppontjat hatirozza meg. Ha koordinata-rendsze-
rink kezdSpontjat a korpalya kozepére helyezzik, ez
sem jelenik meg.

A feladat megoldasahoz az a fizikai ismeret sziiksé-
ges, hogy a sarlddasi erd és igy esetiinkben a gyorsu-
las irinya megegyezik a két sarlodo felilet relativ
mozgasanak iranyaval. Egyenlettel kifejezve
a =B(V.-v) é a =B(V,-v) O

x »
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Ebbe helyettesitve a fent megadott (2) kifejezéseket.
-U gcos(® t—@) =

= B|Rosin(w ») - % sin(o - (p)}
&)

-u gsin(w t—@) =

- B

—R® cos(w 1) + % cos(m 1— (p)).

Mindkét osszefliggés minden idében csak tgy all-
hat fenn, ha mind a szinuszos és mind a koszinuszos
tagok egyutthatoja a két oldalon megegyezik. Ez négy
egyenletet ad, de nekiink csak két ismeretlentink van:
¢ és B. Azutidn, hogy meghataroztuk a négy egyenle-
tet, a rejtély megoldasa nyilvanval6. Az elsé egyenlet
szinuszos tagjaibol ugyanazt az egyenletet kapjuk,
mint a masodik egyenlet koszinuszos tagjaibol és for-
ditva. A két egyenlet:

ngeosg = p = sing,
(5)
ugsing = (— % cosQ + Rm].
Az egyenletrendszer megolddsa kézenfekvs. A két
ismeretlenre

- M8 ¢
cos@ = és
¢ R’ ©
= S -, ng
sin
P ket - g
kifejezést kapjuk.

Ha pg > Rw?, akkor a megoldas értelmetlen. Ez az
a helyzet, amikor a rajztablahoz képest az érme az
erGs surlodas miatt nem mozog. Ha egyenlGség all
fenn, akkor a mozgias még nem indul meg, a két moz-
gas kozott nincs fazisszog, sugaruk is egyenls, azaz a
rajztablan az érme all.

A mozgist ezekkel az egyenletekkel majdnem telje-
sen meghataroztuk, ugyanis a fazistolds mértéke is-
mert. A meghatarozas azért nem teljes, mivel semmi
feltevést nem tettink a kormozgas kozéppontjara. Az
egyenletekbdl erre nem is kovetkeztethetiink, mert
minden egyenletben csak a sebesség és gyorsulds
szerepel, igy a korpalya kozéppontja ismeretlen. A
kozéppontot csak a teljes mozgas hatirozza meg,
vagyis a mozgas kezdeti feltételei.

Hatra van még az érem nyoma a rajztablan. A rajz-
tablahoz viszonyitott mozgast az

x-X= u—‘zgcos(m t—@)— Rcos(ow D),

@ @)
y-Y= l'l—‘zgsin((n I—@)— Rsin(®w 1)

(O]

formula adja.
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Felhasznalva a szogfliggvények addicios képleteit:

x-X= (“gcos(p R]Cos(u)t)+
(O}

l»l g sing sin(® 1),

®

y-Y= (Mgcos(p R]sm(m 1 -
®

” g sin@ cos(® 1).

A relativ koordinatakat kifejezhetjiik ¢ és R fliggvé-
nyeként, kis atalakitassal:
x—X = Rsin@ sin(® t— @) = p sin(®w t— @), ©)

y—Y = —Rsing cos(® t— @) = —p cos(® t—@).

A fenti képlet is kormozgdst mutat

%]

sugarral, és a kormozgis fazisa a rajztabla fazisihoz
képest

p = Rsinp = ao

b

2 *e
lemaradasban van. A korpdlya sugara mind a rajztab-
lahoz viszonyitott rendszerben, mind az allo, azaz
inerciarendszerben kisebb, mint a rajztibla kormoz-
gasanak sugara.

Nemcsak arra a kérdésre feleltiink, amit a kitdzott
feladat kérdezett, hanem a mozgast anndl részleteseb-
ben, a nyugalmi rendszerhez és a rajztablahoz viszo-
nyitva irtuk le. Emlitettik, hogy a korpilya kozép-
pontja az allandosult megolddsban nem meghatiro-
zott, a palya stabilitisanak vizsgalatakor latni fogjuk,
ez még megtargyalandoé problémat okoz.

A fent leirt megoldas elég bonyolult, kilonbozé
matematikai ismeretek egyszerdsithetik a megoldast.
A kovetkezSkben még két megoldisi modot vazo-
lunk. Az egyik a komplex szamokat hasznalja fel,
ehhez a komplex szimok matematikdjanak ismerete
sziilkséges, de a masik, geometriai megoldds joval
egyszertibben, érthet6bben jut a végeredményhez.

Komplex leirdsi mod

Az (1)-t6l a (3) képletekig az egyenleteket komplex
alakba lehet atirni. Bevezetve az X = X+iY, és X =
x+ iy komplex helyet, az (1) képlet a

X = Re'®',
‘7: l'(,l)Rei('”, (11)
A= -w?Re'®!

alakot kapja.
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A (2) képlet az alabbiakra modosul:

= “‘(g t(,\)l —z(p
(,0_

=2

. . (12)
U= i%Re”‘”e‘“",
O

a=-ugRe® e,

A (4) képlet dtirasiban az exponencialis id6fliggés-
sel azonnal lehet egyszerUsiteni.
- RJ.

—ngei = ip|H8 e
Hg B ( 5
E komplex egyenlet valds és képzetes részébdl
(ami természetesen most nem négy, hanem két
egyenlet) @-t és B-t meg lehet hatarozni (6).
A relativ mozgast leir6 komplex mennyiség:

x-X= (M e’ — RJ e'®!,
(DZ

A komplex amplitadot a (6) képlet felhasznalasaval
atalakitjuk.

a3

(14)

B8 oo _p- Rlcosp e7* 1) =
(02

R[(eup — ising) e™'® — 1] _ s

= Rsin@ e_i<% v (P).

A (10) képletben meghatarozott sugar felhasznilasa-
val a relativ mozgasra kapjuk:

R P

ami szintén mutatja a 7t/2 + ¢ faziskésést.

A komplex leirasmod ugyanazokat az eredménye-
ket kevesebb szamolassal és attekinthetGbben adja,
de ennek hasznalata — természetesen — bizonyos gya-
korlatot kivan.

Geometriai megoldas

A megoldas lényegesen egyszertsodik, ha az algebrai
szamolasok helyett a vektorgeometriat hivjuk segitsé-
gul. Vegytik azt a pillanatot, amikor a rajztabla kitérését
egy R hossziusagu vizszintes nyil abrazolja, ahogy ez a
mellékelt dbran lathatd. Ha az idéfolyamatot nézzik,
akkor ez a nyil pozitiv irinyban forog, de most elég egy
pillanatot abrazolni. Az érme korforgasinak sugara

ks
(DZ

ezért ilyen hosszu vektorral jellemezzik, de az origd-
tol @ szoggel lefelé all (Jlasd az abrat). A rajztabla se-
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hely sebesség gyorsulds
ng
R Rw
2 Hgo < 7
2 P ) Ro*
pg/w

bességvektora fliggSlegesen felfelé 4ll, nagysaga Rw.
Az érme sebességvektora szintén merdleges a hely-
vektorra, nagysaga

LS
)

A gyorsulasvektorok tovabbi elforgatassal nyerhetdk,
és nagysaguk R®” és L g.
Az abrabol minden informaciot leolvashatunk:

ns
R®?

cosQ =
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A Eotvos-verseny feladatanak eredménye a rajztab-
lahoz viszonyitott mozgas sugara, amit a Pitagorasz-
tétel hataroz meg:

2
- 2 wg
= |r2-| B8

Tovabba az érem gyorsuldsa és a sebességkiilonb-
ség hanyadosabol kapjuk B-t, és latjuk a rajztablan
lévs mozgas faziskésését is.

A geometriai megoldas sokkal rovidebb, de tobbet
hagyatkozunk gondolatainkra, tobb gondolkodassal fi-
zetiink. Azon megoldasban, ahol tobbet kellett szamol-
nunk, a félreszamolads lehetGsége nagyobb, az keve-
sebb gondolkodast, de tobb figyelmet kovetel.

Ez a cikk az dllandésult, azaz stacionarius mozgas-
sal foglalkozott. KovetkezS irasunk a teljes mozgas
lefrasat tartalmazza, azt is, ahogy a stacionarius alla-
pot beall, valamint vizsgaljuk a mozgas stabilitasat is.
Vizsgalatunk nagy része a numerikus szamolas ered-
ményének taglalasabol all majd.
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