AZ EOTVOS-INGA KEPLETEI

Idén, az ,EOtvOs Lorand-emlékév” [1] keretében emlé-
keztiink arra, hogy Edtvés Lordnd éppen szaz éve,
1919. aprilis 8-an hunyt el. A kiemelkedé fizikus, geo-
fizikus, tanar és kozéleti ember egyik legfontosabb
hozzajarulasa a fizikahoz az altala tervezett speciilis
inga, a nemzetkozileg is ismert Eétvds-inga. A hirnév
annak koszonhets, hogy egyrészt az ingaval nagy
pontossaggal lehet kimérni a Fold gravitacios erSteré-
nek helyi valtozasait, masrészt Eotvos és munkatarsai
jelentSsen javitottak a sulyos és tehetetlen tomeg azo-
nossaganak koribban mért pontossigat. Egyebek
kozott erre az azonossagra épll Eimstein altalanos
relativitaselmélete. Ugyanakkor fontos hangsulyozni,
hogy E6tvos munkassdga nem csak az ingajara korla-
tozodik. Ez a rendkivil gazdag életmd szerencsére
ma mar egybegyujtve megtaldlhaté az interneten [1,
2], és igy az érdekl6ds olvasd bévebb képet kaphat
Eotvos szertedgazo tevékenységérdl.

Eotvos az 1900. évi parizsi vilagkiallitasra késziilve
irta meg cikkében az Eotvos-ingaval torténd mérési
eljarast [3]. Sajnos, itt az ingara hato forgatonyomaték
képletének levezetése nem szerepel. Egy 1922-es
cikkben Shaw és Lancaster-Jones [4], majd 1934-ben
Miller [5], joval késGbb, 1959-ben Kolossvary [6] rész-
letes levezetést adtak a forgatobnyomatékra, de a ma-
tematikai formalizmus — a kilon komponensekben
felirt egyenletek miatt — meglehetSsen régies és na-
gyon hosszadalmas.

A Gottingeni Egyetem Beneke Dijalapitvanyanak
felhiviasira — amelynek célja a silyos és tehetetlen
tomeg azonossiginak minél pontosabb kisérleti ki-
mutatasa volt — 1909-ben Eo6tvos, Pekdr és Fekete
kuldott be palyamunkat (amellyel a dijat el is nyer-
ték). Ennek a cikknek a szerzétarsak altal, Eotvos
halédla utan atdolgozott 1922-es valtozatiban [7] sem
szerepel az ingara hato forgatonyomaték képletének
levezetése.
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De Renner Janos 1935-6s [8], majd a joval késSbbi
osszefoglalo cikke [9], és meglepd modon Boniolo
1992-es munkdja [10], ami sokban egyezik Renner
Janos elébb emlitett cikkeinek angol nyelvi valtozata-
val (bar nincs ra hivatkozas), sem tartalmazza a forga-
tonyomaték sokat idézett képletének levezetését.

Magyar nyelven az Eotvos-kisérletek geofizikai
alkalmazasairdl az érdekl6ds olvasonak Volgyesi La-
Jjos Fizikai geodeézia és gravimetria cimd online tan-
konyvét [11] és Szabé Zoltan Az Edtvds-inga bisto-
ridja cim( cikkét [12] ajanljuk. Am a szerz6k ezekben
a munkakban sem ismertetik a forgatonyomaték kép-
letének levezetését.

Az olvaso azt gondolhatna, hogy az ingara hat6 for-
gatonyomaték képletének levezetése szimos cikkben,
illetve konyvben megtalalhato. Igyekeztiink gondo-
san dttekinteni az irodalmat, és bizonyara talalhatunk
még mas olyan muvet is, amelyben szerepel a részle-
tes levezetés. Ugyanakkor a fenti irodalmi attekintés
alapjan, figyelembe véve a napjainkban megjelent
munkakat is, talan kijelenthetjiik, hogy a levezetések
csak kevés helyen szerepelnek részletesen, és azok-
ban is meglehetSsen régies matematikai formalizmust
hasznalnak. Ezért talan nem haszontalan, sét idGszerd
Gjra atgondolni a szamolast, a levezetés megismétlé-
sét a mai, modern matematikai formalizmus segitségé-
vel. Ahogy latni fogjuk, ez a levezetés rendkiviil egy-
szerl, és igy a korabbi sziikségteleniil bonyolult kép-
letek nélkul, konnyeben megérthetjiik az inga fizika-
janak alapjat is. Reméljik, hogy az itt bemutatott sza-
molas hidnypotlo lesz a hazai egyetemi oktatasban, és
igy nagyobb hangsulyt kaphat az E6tvos-inga fizikaja-
nak elmélete mind a fizikus, geofizikus és geologus
hallgatok, mind az oktatok korében. Szeretnénk ki-
emelni, hogy e cikkben nem célunk az Eo6tvos-ingaval
kapcsolatos kisérleti hattér és a hibaforrasok kikiiszo-
bolésének taglalisa, e témaban a cikkben felsorolt
hivatkozasok lehetnek hasznosak az olvasonak.

Az alabb, Merev testre kiilsd erétérben bato forgato-
nyomaték dltalanos képlete fejezetben bemutatott
levezetés tudomasunk szerint az idén 6tven éves Ort-
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vay Rudolf Problémamegold6 verseny 1982. évi 17.
szamu, David Gyula altal kitGzott feladatinak megol-
dasaban [13] jelent meg elGszor. A megoldas egy része
egy altalanos képlet levezetése volt a gravitacios tér
altal tetsz6leges tomegeloszlasra hatd forgatonyoma-
tékra, amit a jobb kovethetSség érdekében alabb
megismétlink. Itt jegyezzik meg, hogy késébb, na-
gyon hasonl6 levezetéssel Horvdth Gabor Fizikai
Szemlében megjelent cikkében is szerepel az altala-
nos képlet [14].

A kovetkezSkben az ingira hato kétfajta forgato-
nyomaték hatdsat fogjuk szamba venni. Egyrészt az
altalanos képlet alapjan kiszamoljuk a graviticios tér
hely szerinti valtozasabol (gradiensébdl) szarmazo
forgatobnyomaték irodalomban sokat idézett formula-
jat (lasd Az Edtvés-ingdra bhato forgatonyomaték a
nehézségi gyorsulds bely szerinti vdltozdasa kovetkez-
tében fejezetet). Masrészt meghatarozzuk azt a forga-
tonyomatékot, ami a gradiensektdl figgetlentl akkor
hatna, ha nem teljestilne a salyos és tehetetlen tomeg
azonossaga (lasd Az Edtvés-inga és az ekvivalencia-
elv fejezetet). A levezetések koordinata-rendszertSl
fuggetlenek, egyes esetekben a tengelyeket azért rog-
zitjik, hogy Osszehasonlithassuk a kapott képletein-
ket az Eotvos, Pekar és Fekete sokat idézett cikkében
[7]1 szereplS eredménnyel. Reméljikk, hogy ezzel a
munkdval mi is hozzdjarulunk az E6tvos-inga fizikaja-
nak jobb megértéséhez.

Merev testre kilsé erGtérben hatd
forgatonyomaték altalanos képlete

E fejezetben meghatarozzuk a nehézségi erétér egy
merev testre kifejtett forgatonyomatékat. A test# hely-
vektori pontjaban (a koordinata-rendszer origoja
egyelGre a merev test tetszGleges pontja lehet) a ne-
hézségi gyorsulds (a nehézségi erGtér altal az egység-
nyi tomegre kifejtett erd):

_ 8U(r) (1)

ahol U(r) a nehézségi erd potencidlja (ez tartalmazza
a graviticios és a centrifugilis er§ potencialjat is) a
testr pontjaban. Megjegyezzik, hogy Eotvos idejében
az (1) egyenletben még nem hasznaltak a negativ
elGjelet, ez a végeredményben egy elGjelkilonbség-
hez fog vezetni. A test d* térfogatq, @ () d*r tdmegi
részére hatd nehézségi erd:

dF =g p) dr,
és a ra hato forgatonyomaték jaruléka:
dM =rXxdF,

ahol p(r) a merev test striiségeloszlisa (1. dbra). gy
a teljes merev testre a kiils6 nehézségi erétér altal
kifejtett forgatonyomaték:

M - jrxdF - j[rxg(r)}p(r)dﬁr, )

test test
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ahol az integralast (itt és a tovabbiakban is) a teljes
testre kell elvégezni. A levezetés tovabbi részében — a
jobb attekinthet&ség érdekében — célszerd attérniink
az indexes jelolésre, és alkalmazzuk a szokasos Ein-
stein-konvenciot, azaz az automatikus Osszegzést az
azonos indexekre. Az erGtér a kis mérettinek feltétele-
zett merev testen belll csak kis mértékben valtozik,
és ezért a nehézségi gyorsulast elsé rendig sorbafejt-
hetjiik a testben elhelyezkeds origd korul:

8u® = 8,(0)+(9,8,,) X, (3a)
ahol
9g,,”)
E)Pgm = axp = —apamU=
e (3b)
_ U@
0 x, Jdx,
r=0

és x, azr helyvektor p-ik komponense (p = 1, 2, 3).
A g gravitacios gyorsulds fenti, sorfejtett alakjat a

(2) egyenletbe beirva kapjuk:

M, = f Epim X;[gm(()) + (apgm)xp}p(,-) By =

test

4
= glelmgm(())fxlp(r) d3r + ( )

* Eim apgmf xlxpp(r) d3r,

ahol g, a Levi-Civita-szimbolum. Az atalakitisnal az
integral mindkét tagjabol kiemeltiikk a Levi-Civita-
szimbolumot, az elsé tagbdl emellett az allando g,,(0)
értéket, a masodik integrdlbol pedig az ugyancsak
allando apgm tényezot. Az elsé integralban, ami az

fr pr) dr
vektor /-ik komponense, felismerhetjiik az origobdl a

test tomegkozéppontjaba mutatd s vektor és a test
teljes

m = fp(r)dﬁr

1. dbra. Egy tetszlleges alaka és tomegeloszlasi merev testre hato
nehézségi erd elemi jaruléka.

dF = g(r) p(r) d*r
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tomegének szorzatit. Ezért az integral elsé tagja
s xmg(0) alakba irhat6, ennek fizikai jelentése a test-
re hat6 teljes nehézségi erd origora vonatkozo forga-
tonyomatéka.

A masodik integralt atalakithatjuk egy zérus értékd
tag beszarasaval: &,,,6,,0,,0,U = &,,0,0,,U = 0. Igy
kapjuk:

Eundp & | %%, p ) dr =
test

)

= g/elm (apam U> f (7‘2 5/}7_ .X'l.X'p ,0(1') dST.
test

A kapott integrdl éppen a merev test valasztott origora
vonatkoztatott tehetetlenséginyomaték-tenzora:

00, = [ (126, - x,x,) pr) d*r. ©)

test

A fentieket az (5) egyenletbe visszairva végil meg-
kapjuk ezen cikk egyik legfontosabb Osszefliggését, a
merev testre kiilsG U@r) potencidlt nehézségi erGtér-
ben hato forgatonyomaték altalanos képletét:

Mle =m glelm Slgm(o) + g/elm @(O)Zp(am ap U) . (7)
Ha — mint az dltaldban szokasos — a koordinata-rend-
szer origdjat a merev test tomegkdzéppontjaba he-
lyezzik, a (7) Osszeg elsé tagja eltlnik, hiszen a suly-
pont s vektora zérus lesz. Képletiink ekkor az alabbi
modon egyszertsodik:

M/e = glelm @[p (am ap U)’ ®
ahol ® most mar (és a késGbbiekben) a test tomeg-
kozéppontjara vonatkoztatott tehetetlenséginyoma-
ték-tenzort jelenti. Ugyancsak a tomegkdzéppontban
kell kiértékelni a nehézségi er6tér Ur) potenciilja-
nak masodik derivaltjaibol dll6 3x3-as 9,0, U szim-
metrikus matrixot is, amelyet Eotvos-féle tenzornak
neveznek.

2. dabra. A tomegek elrendezése az Eotvds-ingan.

[ 7] tikor

h
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Ebbdl a képletbdl lehet kiszamitani — egyebek kozott
—a Foldre a Hold és a Nap 4ltal kifejtett inhomogén gra-
vitacios erd forgatonyomatékat [13], amely az arapaly-je-
lenségeket, valamint a Fold tengelyének precessziojat
okozza. A képlet levezetése Horvath Gabor Fizikai
Szemlében megjelent cikkében is szerepel [14]. A mai
mérési technikik lehetévé teszik, hogy a (4) egyenlet-
ben figyelembe vegytik a gravitacios gyorsulas (3a) sor-
fejtése magasabb rendd tagjainak hatasat is. TetszSleges
rendd kozelitéshez a graviticios potencidl gombfiiggvé-
nyek szerinti sorfejtését alkalmazzak [15].

Az Eo6tvos-ingdra hat6 forgatonyomaték
a nehézségi gyorsulas hely szerinti
valtozasa kovetkeztében

E részben a mai modern matematikai formalizmus
segitségével — a kordbbi, az Edtvos-ingaval végzett
méréseket leird cikkekben szerepelS szamitasokkal
ellentétben — egy igen egyszerd, a (8) képletre alapo-
zott, jol attekinthetd levezetést adunk az E6tvos-inga-
ra hat6 forgatonyomatékra. Ez a levezetés tudoma-
sunk szerint nem szerepel az irodalomban.

Eotvos mérésének alapgondolata az, hogy a térben
egymiashoz kozel elhelyezett tomegekre — a nehézségi
tér helyfiiggése miatt — nem teljesen egyforma nehéz-
ségi ers hat. Megfelels kisérleti elrendezéssel ez a kis
erSkulonbség, illetve az altala 1étrehozott forgatonyo-
maték mérhet6vé valik.

Eotvos elméleti €s kisérletez6i zsenialitdsat mutatja,
hogy — ellentétben Cavendish mérésével — 6 az inga
egyik végén a testet lejjebb helyezte. Ez az egyszerd
modositas, amint az alabbiakban szerepld levezetés-
bél is kitiinik majd, lehetévé tette, hogy a gravitacios
potencidlnak, illetve a nehézségi erének ne csak viz-
szintes, de fliggdleges iranyua valtozasait (hely szerinti
derivaltjait) is megmérje.

Az Eotvos-ingdban [7] egy fligglleges, azaz a ne-
hézségi er6tér helyi iranydba mutatd torzids szalon
felfiggesztett, L hosszisagu vizszintes rad 1og. Ennek
egyik végén, egy & hosszisagu fliggbleges szilon 10g-
va egy m, tomegu test, a rad masik végén egy m, to-
megU test van rogzitve. A rad felfliggesztési pontjat
ugy valasztjak meg, hogy az inga a rad vizszintes
helyzetében egyensilyban legyen, ez hatirozza meg
a 2. abran szerepl6 [, és [, hosszusagokat (nyilvanva-
léan L= [ +1). Az inga torzios szal korili elfordulasait
a szalra erdsitett tikorrdl visszaver6ds fénysugar se-
gitségével olvastik le.

A szamitasokhoz — Eo6tvos cikkeihez hasonldan —
ugy valasztjuk a koordinata-rendszert, hogy az x ten-
gely a Fold adott pontjan az északi, az y tengely ke-
leti iranyba, és igy a z tengely az inga fonala mentén
lefelé, a nehézségi er§ iranyaban mutasson (2. db-
ra)! Itt a tengelyeket csak azért rogzitjik, hogy a
végén kapott forgatonyomaték-formulat 6sszehason-
lithassuk az Eotvos, Pekar és Fekete cikkében [7]
szerepl6 eredménnyel.
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Az inga torzios szalara hat6 forgatbnyomaték meg-
hatdrozasihoz a (8) képlet harmadik komponensét
kell kiszamitanunk:

M,

L= &,,0,00,0,U

p (0,9, U) =
= (@11 - 922) 0,0,U+ 612(8282 U-9,9, U) + O
+050,0,U- 6),;0,0,U.

Az ingakisérletekben az inga radjat kulonbozsé o
szogben allitottak be az északra mutatd x tengelyhez
képest. Ezt a szoget azimutszognek nevezik. Az elfor-
ditott inga tehetetlenséginyomaték-tenzoranak kom-
ponensei fliggnek az o azimutszogtdl, jeloljuk ezért
ezt a tenzort @' (a)-val. A forgatonyomaték (9) dssze-
fiiggésébe a O'(a) tenzor komponenseit kell behe-
lyettesiteniink. Szerencsére ez a tenzor kifejezhets az
alaphelyzetben a 2. abranak megfelelGen észak-déli
iranyba elhelyezett inga © tenzoraval, valamint a z
tengely koruli o szogu forgatast leir6 R(e) matrix és
annak R'(@) transzponaltja segitségével:

O () =R(®OR'(a).

Vizsgaljuk meg az alaphelyezetl ingat! Feltehetjik,
hogy a rad keresztiranya (y iranyQ) kiterjedése sok-
kal kisebb a hossziranya méretéhez képest, ekkor a
két test és a rad minden pontjanak y koordinatdja
zérus lesz. Ezért a (6) képlet alapjan az inga tehe-
tetlenséginyomaték-tenzorinak @, és ©,; kompo-
nense is zérus lesz, a 6,, komponens pedig meg-
egyezik a két masik diagonalis komponens Osszegé-
vel: @y, = O, + Oy;. A ©'() kiszdmitdsihoz szlksé-
ges harmas matrixszorzas kézzel egyszerten elvé-
gezhetd, de hosszadalmas. Ugyanakkor szimbolikus
matematikai programokkal a matrixszorzas konnye-
dén végrehajthat6. A kapott eredmény, azaz a @
mitrix komponensei az alaphelyzetd inga @, O;; és
0,; mitrixelemei mellett az « szog szogfiiggvényeit
is tartalmazzak.

Ezutan a (9) képletbe behelyettesitjik a ® tenzor
most kiszamitott komponenseit. Erdekes médon a
szamolds sordn kiesik a @,, érték, és a végeredmény
csak az elforgatatlan inga (o = 0) © tehetelenségi-
nyomaték-tenzordnak 6;; és @,; komponenseit tar-
talmazza:

sin2er | 0,0, Ucos2a |+

M, = - 6,|(,3,U-9,9,U)

(10)
+ 06, (8235 Ucosa — 0,0, Usina}.

Eddig nem volt sziikséglink a © tehetetlenséginyoma-
ték-tenzor komponenseinek konkrét alakjara, most
viszont a 2. dbra és a (6) képlet alapjan kiszamithat-
juk a sziikséges @5 és O, értékeket:

O3 =-m L h,

valamint homogén rudat feltételezve
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JAS JA% (m - m,)?
O = Oy *(my + mz)(g] _(E] vy M +]m2 +2[)‘/[ ;

rad

ahol M, illetve Oy = My I*/12 az inga vizszintes
radjanak tomege, illetve tehetetlenségi nyomatéka a
rad kozepén dtmend, a radra merGleges tengelyre
nézve. Ha a rad két végén levs testek azonos m to-
meglek, akkor a fenti képletek egyszertsodnek:

O, =-mlh

933 = Qrﬂd+ZMZ2a

ahol /= L/2. E6tvds az inga z tengely kortili @5 tehe-
tetlenségi nyomatékat K-val jelolte. A valdsagban a
O, értékéhez a radon és a rahelyezett két tomegen
kiviil az inga mas alkatrészei is hozzajarulnak. E6tvos
ezért a K értéket elméleti becslés helyett az inga 7
sajat torzios lengésidejének mérésével hatarozta meg.
Ha a drotszal torzids forgatonyomatékan kivil semmi
mas forgatbnyomaték nem hat, akkor

7;):21[ i,
D*

ahol D* a torzi6s szal direkciés nyomatéka (csavarisi
nyomatéka).

A fenti eredményink most mar kozvetlentl ossze-
hasonlithatd az Eotvos és tarsai [7] cikkben kozolt
nevezetes képlettel, amelyet a gravitacios erétér hely-
fuggésének kiértékeléséhez hasznaltak:

2 2 : 2
1, - °U_ 0°U sin2er aUKCOSZO!+
ayz ox? 2 Bxay an
+ ﬂcosa—ﬂsina mhl
dydz dxdz

Az egyenlet bal oldalan a minusz el6jel amiatt 1ép fel,
mert az (1) egyenletben a fizikiban szokasos konven-
ciot hasznaltuk: az erd a potencidl negativ gradiense.
Eotvos idejében és egyes tudomanyagakban, példaul
az €gi mechanikaban és a fels6geodéziaban ma is a
,2geopotencialnak” nevezett W = —U mennyiséget
hasznaljak. Megjegyezzik, hogy a bemutatott leveze-
tés lépései akkor is alkalmazhatok, ha az ingara vo-
natkozo6 fenti kozelitések helyett egy altalanos tehe-
tetlenségi nyomatéka ingabol indulunk Kki.

Az Eotvos-kisérletekben a gravitdcios gyorsulas,
illetve az U@) potencidl hely szerinti valtozasanak
méréséhez a (11) egyenletet alkalmaztik. A mérés
vazlatosan a kovetkezé modon tortént. A torzids szal
és vele egylitt a hozza erGsitett tikor egyensulyi hely-
zete a rd hat6d forgatbnyomaték hatisara egy kis ¢
szoggel elfordul (a meg nem csavart egyensulyi hely-
zethez viszonyitva). Ezt a szoget Ggy mérték meg,
hogy ha a tukor ¢ szoggel elfordul, akkor a raesd
fénysugar iranya 2¢ szoggel téril el a tukorrdl valo
visszaverddéskor. Masrészt ez a @ szog a —M, = D* ¢

FIZIKAI SZEMLE 2019/7-8



egyensulyi feltétel alapjan hatirozhaté6 meg. A mérés
sordn az ingat ot kilonbdzG «iranyba allitottak be, és
megmérték a torzids szil (o) elfordulasszogét. Ez-
utan képezve a

P& )= @)
kilonbségeket (=1, ..., 4) a (11) egyenletet felhasz-

nilva a =M, = D* ¢ egyensilyi egyenletbdl négy fiig-
getlen linearis egyenlet adodik a négy ismeretlen

*U
dydz

*U
dx0z2

*U
dxdy’

U _ U
9y ox*

(12)

masodik derivaltra. A (11) egyenletbdl kovetkezik,
hogy az inga ¢ elfordulasi szoge tgy novelhets, ha K
értékét, azaz a 1; lengésidét noveljik. Ezzel viszont
idében hosszadalmassa valnak a mérések, mert az
ingartd Gj helyzetébe torténd bedllitasa utdn a lengé-
sek lecsillapodasa is tovabb tart. Az eredeti mérések-
ben ez altalaban egy o6raig is eltartott. A mérési eljaras
tovdbbi részleteirSl az érdeklS olvaso példaul [3-7]
cikkekben olvashat.

Gombszimmetrikus erGtérben a —d, U radidlis tér-
erdsség jelentGsen valtozik a z fliggvényében, gravita-
cids tér esetén az Eotvos-tenzor 0,0, U komponensé-
nek nagysiga 2g¢/R, ahol g a felszini graviticids gyor-
sulds, R pedig a Fold sugara. A Laplace-egyenlet miatt
hasonlo nagysagrendd a derivaltak 0,0,0U+9,0,U
kombinacidja is. Lathatjuk, hogy az Eotvos-ingaval
végzett mérés érzéketlen az Eotvos-tenzor ezen
,nagy” komponenseire, a mérés a (9) képlet szerint
éppen az ezeknél nagysagrendekkel kisebb tobbi
komponenst — amelyeket a tomegeloszlas helyi inho-
mogenitdsai okoznak — tudja meghatarozni.

A (11) egyenletbdl az is jol latszik, hogy véges / ér-
tékre a forgatonyomaték képletében megjelennek az
Ur) potencidl x, z és y, z szerinti masodik derivaltjai is,
ellentétben a Cavendish-kisérlettel, ahol # = 0. Azzal,
hogy Eotvos az inga egyik végén a testet lejjebb helyez-
te, a graviticios térerGsség Ujabb, fliggbleges iranya
derivaltjait lehetett kimérni. E ténynek koszonhetd,
hogy az Eodtvos-inga olyan sikeressé valt a geologiai
kutatasokban és az olajmezdk felkutatdsaban.

Itt jegyezziik meg, hogy az eredeti Eotvos-kisérle-
tekben a rad két végén lévé henger alaka testek nem
tekinthetSk pontszertinek. A hengerek hossza mentén
a gravitacios erGtér kis mértékd valtozdsa olyan nagy-
sagrendd jarulékot eredményezhet a torzids szalra
hat6 forgatonyomatékban, ami szisztematikus hiba-
ként befolydsolhatja az Eotvos-ingaval végzett méré-
sek pontossagat. Ezt a hibat nemrégiben 76th Gyula
tanulmanyozta, becsiilte meg [16, 17].

Az Eotvos-inga és az ekvivalenciaelv
A sulyos és tehetetlen tomeg azonossagabol (amelyet

mar Newton is felismert) kovetkezik az ekvivalencia-
elv, amely szerint a gyorsulds és a gravitacié ugyan-
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3. dbra. A rad két végén 1éve testekre hatd nehézségi eré nem par-
huzamos, ha nem teljestl a stlyos és tehetetlen tomeg azonossaga.

olyan hatdsokat okoz. Ezen az elven alapul a késGbb
Einstein 4ltal kifejlesztett altalanos relativitiselmélet.
Kordabban tébben felvetették, hogy a kétféle tomeg
nem szlkségszerlen azonos egymassal, pontosabban
szolva: a kétféle tomeg aranya fligghet a vizsgalt min-
ta anyagi Osszetételétsl. A kérdést csak pontos mérés-
sel lehet eldonteni — amit maga Newton, majd az
1830-as években Bessel el is végzett, de a gravitacios
hatasok gyengesége és nehezen mérhet$ volta miatt
csak igen kis pontossdgot tudtak elérni. E6tvs preci-
zios ingakisérletei tobb nagysagrenddel javitottak a
mérési eredmény pontossagat, megmutatva, hogy a
tehetetlenségi és gravitacios tomeg aranya minden
anyagra azonos. Ezek utdn a kétféle tomeg azonossa-
ga mar csak a mértékegység valasztisin mulik.

A mérés azon alapul, hogy ha nem allna fenn a két-
féle tomeg azonossaga, akkor a forgd Foldon elhelye-
zett torzids ingara akkor is hatna forgatonyomaték, ha
a gravitacios tér hely szerinti valtozasait nem vennénk
figyelembe. Ezt a forgatonyomatékot az el6z6ekben
targyalt, a nehézségi erétér gradiensére érzékeny Eot-
vos-inga helyett egy egyszeribb kisérleti elrendezés,
a Cavendish-inga (3. dbra) tanulminyozasaval is ki-
szamithatjuk. Ezen inga két probateste a rad két vé-
gén, ugyanabban a vizszintes sikban helyezkedik el.
Eotvos mérése sordn az el6z6 fejezetben targyalt és az
itt leirt effektus egyszerre jelent meg, a hatdsok 6ssze-
adodtak. A mérés kiértékelésekor a kétféle jelenség
hatasai elkiilonithetSk.

A modszer alapgondolata az, hogy az ingara a Fold
forgasa miatt kétféle erd hat: a newtoni gravitidcios
erd, ami a stlyos tomeggel, és a centrifugalis erd, ami
pedig a tehetetlen tomeggel arinyos (4. dbra). Szami-
tasainkban nem kell figyelembe venni e két er hely
szerinti valtozdsat, csak a kétféle tomeg kilonbozs
volta miatt fellépd forgatonyomatékot keressiik. A
tovabbiakban kovetkezetesen megkilonboztetjik a
testek e fejezetben u-vel jelolt sulyos €s m-mel jelolt
tehetetlen tomegét.

Irjuk fel a testre hato graviticios erdt, figyelembe
véve az idedlis, homogén tomegeloszlast és gomb
alaka Fold tengely kortli forgasanak hatasat is! Egy
testre hato teljes nehézségi eré a Fold altal kifejtett
gravitacio erd és a centrifugalis er6 ereddje:
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4. dabra. A Foldon a testre haté newtoni graviticios erd és a centri-
fugdlis er6 (erGsen torzitva).

F = yg +me = g,

ahol g, a newtoni graviticids gyorsulads, ¢ pedig a
centrifugalis gyorsulds, amelyek a kovetkezd alakban
irhatok:

My R
g[\,f = _f 2 T |
R
R* |R| a3
_ 2 w(wR)
cC =0 (R—T],

ahol M4 a Fold tomege, R a Fold felszinén tetszdle-
gesen elhelyezett mérési pont helyvektora a Fold ko-
zéppontjahoz viszonyitva, @a Fold szogsebességvek-
tora, amely a forgastengellyel parhuzamosan északra
mutat, [ pedig a gravitacios alland6. A centrifugilis
gyorsulas képletében a zardjelben 1évs vektor az R
pont helyvektoranak az @ szogsebességvektorra me-
r6leges komponense, amelynek hossza éppen a mé-
rési pontnak a Fold forgastengelyétsl mért tavolsaga.
A g eredd nehézségi gyorsuldst az F erd fenti képlete
értelmezi.

A Fold adatait figyelembe véve konnyd belatni,
hogy a centrifugilis gyorsulds sokkal kisebb a gravita-
ci6s gyorsulasnal:

lel _ w? Rcost?
8 8

~ 0,002,

ahol ¢ = 47° Budapest foldrajzi szélessége. Tovabbi
képet kapunk arr6l, hogy a centrifugalis er6 mennyire
kicsia |g| = gered§ graviticids gyorsulashoz képest,
ha kiszamitjuk a Fold kozéppontja felé mutatd g
newtoni gravitaciés gyorsulds és az ered6 g vektor
kozti € szoget (4. abra):

sine = |ngA| _ ﬂ |CXgN‘ ~
gllgyl  # Igllgl s
- m ‘ngl\z
g
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ahol a nevezében kihasznaltuk, hogy jo kozelitéssel
gyl =gyv= gl =g Mivel a (14) 6sszefliggés szamla-
16ja késSbb még tobbszor eléfordul, ezért ezt kiilon is
kiszamoljuk:

wZ(R _ a)(a(:)ZR)JXgN _
(15)

g_]g'(wa) (@R).

CX8y

Az utolso 1épésben kihasznaltuk, hogy a g, vektor a
(13) képlet szerint a —R vektor irinyaba mutat. A (15)
képletbdl lithato, hogy az @< R, és igy a ¢ X g vektor
is kelet/nyugati irdnya (az északi félgombon keletre,
a délin nyugatra mutat). Mivel |@R| = @Rsin® és
loxR| = wRcosd¥, a (14) formula igy irhato:

m @° Rsin2?
28

sing =

, (16)

ahol ismét felhasznaltuk, hogy g, = g. Ebben az 0sz-
szefiiggésben a kétfajta tomeget azonosnak véve, az
ismert adatokkal azt kapjuk, hogy Budapesten € = 6’
= 0,1°. Ez valoban rendkivil kis szog, a legtobb eset-
ben nem jatszik szerepet. Azonban, mint késSbb latni
fogjuk, az ekvivalenciaelv igazoldsinil nem hanya-
golhato el.

Tegyuk fel, hogy az inga radjanak két végén egy-
egy my, illetve m, tomegu test van. Ekkor a két testre
hat6 er6: F, = uy gyt mc = 1,8 és F, = [, g\t myc =
g (3. abra). Szamitsuk ki elGszor e két erd kozti
szoget! Egyszerl szamoldssal kapjuk az F, és F, kozti
0 szogre:

ahol

F,XF, = (/uz my =ty mz) (& XgN)' an

Innen — felhaszndlva a (15) és a (16) egyenleteket —
kapjuk:

§~sing = | _"| 8 |oxR| |0R]| _
R 2
My U, g as)
- N |n| sine,
8
ahol bevezettik az
R (19)
ful :uz

paramétert, amely a keresett mennyiségre, a sulyos és
tehetetlen tomeg eltérésére jellemzo.

A két er6 kozti d szogre kapott (18) kifejezés meg-
egyezik Eotvos eredményével [7].
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A képletbdl latszik a mérés egyik nagy elénye: a
kitérést befolyasolo fenti i paraméter csak a tehetet-
lenségi és a gravitacios tomeg aranyatol fliigg, nagysa-
guktol viszont nem, emiatt nem noveli a mérés hiba-
jat, ha az inga két probatestjét nem sikeriil pontosan
egyforma tomegtre késziteni. E6tvos a probatesteket
kiilbnb6z6 anyagokbol (vas, szén, fa stb.) készitette
el, igy a mérés azt is ellendrizte, hogy a tehetetlen és
a sulyos tomeg m/u aranya fligg-e a minta anyagi
OsszetételétSl. Lathatd, ha a kétféle tomeg minden
testre azonos egymassal, akkor d= 0, azaz a két testre
hat6 ered6 nehézségi eré parbuzamos iranya. Ebbdl
kovetkezik, hogy ekkor az ingara hat6 forgatbnyoma-
ték zérus.

A tovabbiakban meghatarozzuk e két eré ingara
kifejtett forgatonyomatékat: M = r X F,+r,XF, Az
ingdra az F, és az F, erGkon kivil a torzids szal dltal
kifejtett kotélers is hat. Egyensulyi helyzetben e ha-
rom er$ Osszege zérus, ezért a torzids szal iranyaba
mutatd egységvektor:

F, +F,
|F, +F,|

Igy a forgatonyomatéknak a torzios szil irinyiba mu-
tatd komponense, ami elforgatja az inga drotjat:

T=nM = —(Fl +F2)M =
|F, +F,|
_ F1<7'2XF2>+F2<7'1XF1> _ (20)
|F, +F,|
_ rz(szFl)+r1(Fl><F2) _ d(Fl><F2>
‘F1+F2| ‘F1+F2‘,

ahold =r,—r, az inga radjanak két végén 1évs teste-
ket Osszekots vektor. A negyedik egyenlGségnél ki-
haszniltuk, hogy a vegyesszorzat invariins a vekto-
rok ciklikus cseréjére. Ebbdl az eredménybdl is latha-
to, ha az F, és F, vektorok parhuzamosak, akkor a
forgatobnyomaték zérus.

A (20) egyenletben szerepld skaldrszorzas miatt az
eredményben a d vektornak csak a kelet/nyugati ve-
tilete jelenik meg, ennek értéke pedig 2/sine, ahol 2/
az inga radjanak hossza, « pedig a rad korabban be-
vezetett azimutszogét jelenti.

Az |FxF,| mennyiség (17), (15) és (16) szerinti
értékét sorba behelyettesitve, valamint felhasznalva,
hogy |F,+F,| = (m;+m,) g, a kovetkezd eredményt
kapjuk:

T=nM = m*gNn2 Isina sineg,
ahol
my m,

m* =

m1+m2
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Ha feltessziik, hogy a kar két végén 1évs két test m
tomege azonos, akkor m* = m/2, ezért végeredmé-
nylUnk igy irhato:

m, m
T = mg,lsinesina|— - —2 2D

Hy My

Ez az alak, kiegészitve a nehézségi gyorsulas hely
szerinti valtozasabol szarmazo, a (11) egyenletben
felirt forgatonyomaték jarulékaval, megegyezik EOt-
vos eredményével [7], amelyet késébb masok is leve-
zettek [8-10, 18]. Megjegyezzik, hogy ez az eredmény
szerepel (mas, Eotvos idejében hasznalt jelolésekkel)
Toth Gyula Fizikai Szemlében nemrégiben megjelent
cikkében is [16]. A fent bemutatott, modern vektoros
jeloléseket alkalmazo levezetés és a (16), (18) és (21)
képletek az Eotvos-kisérlet hatterének tobb részletére
vilagitanak ra.

Az eredménybdl jol lathato, ha a zardjeles rész,
azaz az 1 paraméter nem zérus — tehat nem teljestil a
sulyos és tehetetlen tomeg azonossiga —, akkor az
ingara forgatonyomaték hat, és elfordul. Az Eotvos-
kisérletekben ennek kimutatdsa volt a cél. A fenti
eredménybdl az is vilagos, hogy maximalis forgato-
nyomatékot akkor kapunk, ha az inga rudjit keleti
irdnyba allitjuk, azaz az o azimutszog éppen 90°. Eot-
vos, Pekar és Fekete gondosan, a lehetséges hibafor-
rasok minél teljesebb kiklszobolésével elvégzett mé-
réseik szerint a tomegaranyok eltérésére az alabbi,
abban az idében kivételesen pontos eredménynek
szamito felsS korlatot kaptak [7]:

m,

My Hy

In| = <5-107 (22)

Végeredményiink, azaz a (21) Osszefliggés mas
meggondolassal is levezethetd, amely talin mds irany-
bol is ravilagit a felléps forgatonyomaték fizikai oka-
ra. Emlékezziink vissza a merev testre kilsé erétér-
ben hat6 forgatonyomaték (7) képletére! Ennek els6
tagja azt irja le, hogy ha a kilsé er6 tamadaspontja
nem esik egybe a koordinita-rendszer kezdSpontja-
val, akkor az origora vonatkoztatva forgatobnyomaték
lep fel, fuggetlentl az erétérnek a képlet masodik
tagjaban figyelembe vett inhomogenitdsatol. Marpe-
dig pontosan ez lenne a helyzet, ha a silyos és a te-
hetetlen tomeg eltérne egymastol: a kétféle tomeg
alapjan kiszamolhat6 tomegkodzéppont (azaz az iner-
ciaer6k, koztik a centrifugilis er6 tamadaspontja)
nem esne egybe a sulyponttal (azaz a graviticios erd
tamadaspontjaval). Ekkor a tomegk6zéppontba helye-
zett koordinata-rendszerben a sulyerének forgatonyo-
matéka lépne fel (5. dbra). A kovetkezSkben meg-
mutatjuk, hogy ez a feltételezett hatds azonos a (21)
altal leirt forgatbnyomatékkal.

Tudjuk, hogy a homogén graviticids erétér altal
egy testre kifejtett eredd erd Ggy tekinthets, mintha
egyetlen pontban, a test § sulypontjdban hatna. A
sulypont helyvektoranak ismert képlete alapjan irjuk
fel a 3. és az 5. abran szereplé Cavendish-inga suly-
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m,

m
5. abra. A Cavendish-inga § stulypontjaban hatd G graviticios és T

tomegkozéppontjaban hato C centrifugalis erd.

pontjaba mutaté s vektort! A helyvektorok stlyozasa-
ra ebben az esetben a u sulyos tomegeket kell hasz-
nalnunk. Hasonloképpen az inerciaerdk, koztik a
centrifugilis er$ hatasa a T tomegkodzéppontba egye-
sithets, ennek ¢ helyvektora az m tehetetlen tomegek
segitségével szamithato ki:

vyt 1hr,
Myt Hy
(23)
m] rl + mZ 7'2
m, +m,
A két pontot Osszekoté k = s —t vektor konnyen
kiszamithato, rendezés utan a kovetkezét kapjuk:

Hymy =, my

(g = o) (g )

k=s-1= @LY)

("1 —rz).

A kifejezés a kordbban bevezetett i paraméter és a d
vektor segitségével atalakithat6:

kE=-n ailar: d.

(kg + ) (g + 1)

(25)

A két test rendszerére hato erSk kozil a C centrifu-
galis er6 tamadaspontja a 7 tomegkdzéppontban van,
ezért ennek nincs 7-re vonatkozo6 forgatobnyomatéka.
A G = (U +u, g, graviticios eré tamadaspontja azon-
ban az §sulypontban van, ennek 7-re vonatkoz6 eré-
karja épp a k vektor, igy a gravitacios er§ 7-re vonat-
kozo forgatonyomatéka M = kXG. Ha a forgatonyo-
maték torzids szalra hat6 7 komponensét akarjuk
kiszamitani, akkor a (20)-hoz hasonl6an M-et meg
kell szoroznunk a szal irinyaba mutato, ezért g-vel
parhuzamos n egységvektorral:

T=nM=nkXxXG) = n[kx(,ul +[uz>gN} =
Hou (20
_ 152 —
= n—mlerzn(dng) n dnxg,).
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Az utolso lépésnél — a korabbi szamolashoz hason-
l6an — kihasznaltuk, hogy egyforma tomegek esetén a
tort értéke jo kozelitéssel m/2. A vegyes szorzatban
fellepé mx g, vektor kelet/nyugati iranyba mutat,
értéke pedig gysing, hiszen a g, vektor a korabbiak
szerint € szoget zar be a torzios szal iranydba mutato
g vektorral. A skaldris szorzas miatt az eredményben
ismét a d vektor kelet/nyugati iranyra esé 2/sina vetii-
lete 1ép fel. Mindezeket Osszefoglalva az inga torzids
szdlara hato forgatonyomaték értéke:

T = nmgylsinesina

lesz, ami megegyezik a korabban mas modszerrel
levezetett (21) eredménnyel.

Kimondhatjuk tehat, ha a stlyos és tehetetlen to-
meg nem lenne azonos, vagy ardnyuk a minta anyagi
Osszetételétdl figgne, akkor az Edtvos-ingara a (21)
altal leirt forgatonyomaték hatna. E jelenség két ekvi-
valens fizikai magyarazatat is bemutattuk. Ha az inga
két testére hatd graviticios és centrifugilis erSket
testenként adjuk Ossze, akkor az eredd F, és F, er6k
nem lennének parhuzamosak, ezért 1épne fel forgato-
nyomaték. Ha viszont el6bb egyesitjiik a két testre
hat6 centrifugilis erét a 7' tdmegkdzéppontban hatd
C erévé, a két testre hatd gravitacios erét pedig az S
sulypontban hat6 G eréve, akkor a két tamadaspont
kiillonb6z6 volta miatt 1€p fel a G er§ T pontra vonat-
kozo6 forgatonyomatéka. A kétféle targyalasmod ter-
meészetesen azonos eredményre vezet. A megjosolt
effektust Eotvos és kovetdi igen kis hibahatarral zé-
rusnak taldltdk, ezzel alatamasztva az altalanos relati-
vitiselmélet alapjaul is szolgilo allitast, a salyos és
tehetetlen tobmeg pontos azonossagit, illetve aranyuk-
nak a testek anyagatol valo fuggetlenségét.

Osszefoglals

Az Ebtvos-inga két alapvetSen fontos kutatasi teriileten
valt vilaghirGvé. Egyrészt a graviticids gyorsulds hely
szerinti valtozasinak nagy pontossigii mérésével le-
het&ség nyilt lokalis geologiai objektumok, példaul fold
alatti olajmezdk felderitésére, és igy a 20. szdzad elsé
felében az inga gyakorlati alkalmazasa gazdasagi szem-
pontbodl is felbecstilhetetlen értékiivé valt. Ezen kisérle-
tek fizikai alapjat, nevezetesen az ingara hato forgato-
nyomatékot a Merev testre kiilsé evotérben haté forga-
tonyomaték dltalanos képlete fejezetben levezetett alta-
lanos képlet alapjan Az Edtvds-ingdara hato forgatonyo-
maték a nehézségi gyorsulds bely szerinti valtozdsa
kovetkeztében fejezetben ismertettiik. Masrészt EOtvos
és tarsai a korabbi mérésekhez képest tdobb nagysig-
renddel pontosabban mutattik ki a sulyos és tehetetlen
tomeg azonossagat, amibdl az altalanos relativitiselmé-
let alapkove, az ekvivalenciaelv kovetkezik. A méréssel
kapcsolatos fizikai alapokat Az Eétvds-inga és az ekvi-
valenciaely fejezetben ismertettik.

Erdemes megjegyezni, hogy az Eotvos-féle méré-
sek pontossagat Dicke és munkatarsai 1964-ben to-
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vabb javitottik, az eredeti Eotvos-kisérletek gondos
elemzésével, a pontossagot befolyasol6 hibaforrasok
kikiiszobolésével vagy csokkentésével [19]. Megmu-
tattak, ami els6 hangzasra meglepének tlinik, hogy
példaul egy 100 kg tomegl embernek legalabb 30 m
tavolsagban kell lennie az ingat6l, hogy az dltala kifej-
tett forgatobnyomaték hatasa kisebb legyen a tomeg-
ardnyok n = 107" eltérésénél. Ezért az inga méretét
csokkentették (az inga karja 3,3 cm), és a szogelfor-
dulas leolvasasat tavolrol végezték. Az Eotvos-kisérle-
tek fontossagat jelzi, hogy még napjainkban is folynak
eziranya mérések. A téma irant érdekl6dSknek Nieto
és munkatarsai cikkeét [18], Adelberger €s munkatarsai
osszefoglalojat [20], valamint Will konyvét és attekints
cikkét [21] ajanljuk. A hazai kutatasban Péter Gabor és
munkatarsai tervezik az Eotvos-kisérlet megismétlé-
sét, amelyrSl bévebben a Fizikai Szemle nemrégiben
megjelent szamaban olvashatunk [22].
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