AZ EOTVOS-MERLEG

Az 1900-as évek elején Oskar Hecker professzor ve-
zetésével német tuddsok hajon graviticios méréseket
végeztek az Atlanti-, az Indiai- és a Csendes-Ocea-
non. Eredményeikben egy, a mérési pontossagot
meghalad6 szoras jelent meg. Mivel a mérési koril-
ményeket pontosan dokumentalva adtik kozre az
adatokat tanulminyozva vette észre EGtvds Lordnd,
hogy a hajé mozgasanak iranya és a mért gravitacios-
tér-ergsség értékeinek szisztematikus eltérései kozott
kapcsolat van. Az értékek alacsonyabbak, illetve ma-
gasabbak voltak, amikor a hajo kozben kelet, illetve
nyugat felé mozgott. A ma Eotvos-effektusnak neve-
zett jelenség oka a forgd koordinata-rendszerben
felléps

F=2mvXx o, M
Coriolis-erd, ahol @,a Fold szogsebességvektora, v a
test sebessége, m pedig a test tobmege. A Coriolis-eré
a tehetetlenségi erSk egyike, amelyeket azért veze-
tink be, hogy a gyorsulo koordinita-rendszerekben
is formalisan érvényes maradjon Newton II., F = ma
torvénye.

Eotvos egész munkassagat alapvetGen meghatiro-
z6 hihetetlen pontossagra valo torekvését jol mutatja,
hogy az Egyenlité mentén 100 km/h sebességgel mo-
zogva a Coriolis- és a nehézségi eré arinya

Zva)f
8

~ 0,04%. @

Tehidt a mozgd hajon vald mérés ,hibdja” a 4., illetve
inkdbb csak az 5. jegyben jelenik meg. Fontos megje-
gyezni, hogy Eotvos javaslatara Hecker a Fekete-ten-
geren megismételte a méréseket, és azok EOtvos sza-
mitasait egyértelmden igazoltak.

A jelenség demonstralasara Eotvos 1915-ben készi-
tette el a ma Eotvos-mérlegnek nevezett berendezést.
Az eszkozt tobb elGadasban személyesen is bemutat-
ta, de a rola szolo publikacio csak halala utan jelent
meg [1, 2]. Ennek egy modern elektronika felhaszna-
lasaval megvalositott valtozatan végeztek méréseket
a 2019-es Fizika OKTV I. kategoria III. kisérleti for-
duldjaba bejutott tanuldk. A cikkben elGszor bemu-
tatjuk a megépitett berendezést, ezutin részletesen

Groma Istvan fizikus, egyetemi tanar, az
ELTE Anyagfizikai Tanszékének vezetdje.
Kutatasi teriilete a diszlokdcioszerkezet
valtozasainak kisérleti vizsgalata és elmeé-
leti értelmezése. Az ELFT fétitkara, a fizika
OKTV zstri volt elnoke.
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1. abra. Az Edtvos-mérleg sematikus rajza.

levezetjik a forgd mérleg mozgisat leir6 mozgis-
egyenletet, majd meghatarozzuk a rendszer rezonan-
ciagorbéjét. Végul bemutatjuk és elemezziik a kapott
kisérleti eredményeket.

A megval6sitott Edtvos-mérleg

Az Eotvos altal készitett eszkoz sematikus rajza az 1.
dabran, az Eotvos Lorand Emlékgytjteményben talal-
hat6 eredeti eszkozrdl késziilt fénykép a cimlapon
lathato.

A berendezés alapja a két tlcsapagyon billegni ké-
pes rad két végén elhelyezett két nagyobb, henger ala-
ka tomeg. Az igy kialakitott ;mérleget” a billegési ten-
gelyre merdleges tengely koril meghatarozott szog-
sebességgel forgatjuk. Ekkor a Coriolis-erG kovetkez-
tében a mérlegre egy periodikus, gerjeszts forgatonyo-
maték hat. Ennek kovetkeztében — egy dtmeneti tran-
ziens szakasz utan — a forgatas szogsebességétdl fliggs
allando amplitadoja rezgés jon létre (a részletes elmé-
letet a kovetkez$ fejezetben ismertetjiik). A mérleg
mozgasat a radra helyezett tikorrdl visszaversdés fény-
sugdr elmozdulasaval detektiljuk.

Az eredeti berendezésben E6tvos a forgatast preci-
zios Oraszerkezettel oldotta meg. Az altalunk épitett
eszkodzben a forgatast — gumigytrds attéten keresztiil —
egy léptetémotorral valositottuk meg. Ennek vezér-
1ését egy TB6560-H tipusa léptetémotor meghaijtd IC
biztositja, amelyet egy Arduino Due mikrokontroller
vezérel. A pontos forgatasi sebesség eléréséhez a mik-
rokontroller ,Timer Interrupt”-jat hasznaljuk. Az 50 és
140 fordulat/perc kozott valtoztathaté fordulatszim
potenciométerrel allithatd, aktudlis értékét pedig a
mikrokontroller méri és egy altala meghajtott LED-es
kijelz6n jeleniti meg. A forgatds egy nyomdgombbal
indithato, illetve allithatd meg. Az mikrokontrollerre
épitett aramkor sematikus rajza a 2. abran lathato.
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2. dabra. Az Arduino Due mik- : z 3 1 5 5 7 3
rokontrollerre épitett dram-
kor.

A berendezés kritikus H - 1
A . P 8 wlow % g
része a tlcsapagy. A — = .

célbol, hogy a mérleg | o l-g i ’
lengésének amplitadoja o =
nagy legyen, a csap- || - ?2 H
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tani, hogy az itt felleps fory,

surlodas a lehet6 legki-
sebb legyen. Ezért a td-
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Eszkoziinket — az eredeti,
Eotvos-féle  berendezéshez
képest — a két henger kozelé-
ben elhelyezett erGs magnes-
sel egészitettiik ki Ggy, hogy a
magnesek hengerektsl valo
tavolsaga valtoztathatd le-
gyen. Ez a mozgd hengerek-
ben felléps Orvényaram hata-
sara a henger sebességével
arinyos csillapitast eredmé-
nyez. Erre a szabalyozhato
mértékd csillapitisra azért
van sziikség, mert — a tapasz-
talat szerint — ennek hianya-
ban a mérleg igen nagy amp-
litadoja (kortlbelil 30°) rez-
gésbe jon. Ekkor azonban a
mérleg mozgasiban, a szogel-
fordulasban a nemlinedris ta-
gok mar jelentdssé vilnak.
Ennek kovetkeztében a nem-
linearis kényszerrezgések el-
méletében ismert jelenségek
lépnek fel, amelyek a méré-
sek egyszerd kiértékelését
nagyban megnehezitik. A
magnesek tivolsiginak meg-
felelS beallitisaval a rezgést a
linearis tartomanyban tudjuk
- tartani. A megvalositott esz-
INDITAS | SEBESSEG | LEzemwamE \ koz a 3. abran lathato.

START SPEED LASER ON OFF

3. dabra. Az OKTV-re megépitett mér-
leg. A http://fizikaiszemle.hu/extra/
gromal912 webhelyen, vagy a képre
kattintva vide6 mutatja mikodését.
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4. abra. A mérleg geometridja.

A mérleg mozgasinak elméleti leirisa
A mérleg geometridja

Az egyszerlség kedvéért elGszor tételezzik fel, hogy
a mérleg egy 2/ hosszisagu, elhanyagolhatd tomegd
rad két végén elhelyezett két, pontszerd, m tomegbdl
all (4. abra). A rad és a ,billegési” tengely kozotti
tavolsag legyen s.

Vegylink fel egy, a mérleghez rogzitett K koordina-
ta-rendszert, Ggy hogy annak z tengelye legyen a for-
gastengely, mig y tengelye legyen a két tlicsapagy altal
meghatarozott ,billegési” tengely. Ekkor a mérleget a
vizszinteshez képest ¢ szoggel kitéritve az alabbi alak-
ban adhatjuk meg a tomegek koordinatait (lasd 4. db-
ran bevezetett jeloléseket):

ro= (=1,0, 1), 3
r, = (,0,-h). €9
Az abra alapjan
I, = (I+stg@) cosg, 3)
B = (I+stgp) sing — Coz(p, ©)
1, = 2lcosp-1, @)
h, = 2lsinp - ®

adodik. A tovabbiakban csak a kis elforduldasok eseté-
vel foglalkozunk, ezért @-ben linearis tagokig sorfej-
téssel azt kapjuk, hogy

I = l+sg, ()]
h= lg-s, (10)
L= Il-s0, an
hy= lg+s. 12

Tehat
ro=Cl-5s¢,0, l¢p-s), (13)
r,=U-5¢,0 -l¢-3.
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5. abra. A Foldhoz rogzitett koordinata-rendszer.

A mérlegre hato Coriolis-erd

A Coriolis-eré forgatbnyomatékianak meghatarozasa-
hoz tekintstik az 5. abrdn lathato, Foldhoz rogzitett
K’ koordinata-rendszert. A 2’ tengely mutasson a
Fold kozéppontjabol kifelé. Az y” tengely essen a
kisérlet helyének megfeleld hosszisagi kor érintgjé-
be, irdnyitasa a Fold forgasanak iranyaba mutasson.
Az x’ tengelyt pedig Ggy vegytik fel, hogy jobbsodra-
st koordinata-rendszert kapjunk. A z’ tengely Fold
forgastengelyével bezart szogét jeloljik A-val.

A forgd Foldon a forgatott mérleg egyik tomegére
hat6 Coriolis-eré

Cor

Fl,Z (14)

=2mv, X 0,
ahol @a Fold szogsebességvektora, v | , pedig ebben
a koordinata-rendszerben az 1-es, illetve a 2-es test
sebessége. Mivel a test koordinatdit a K testhez rogzi-
tett rendszerben a (13) kifejezés adja meg, a K’ rend-
szerben a megfelel$ koordinatidkat a

costwt) sin(mwt) 0
O =|-sin(wt) cos(w®) 0 (15)
0 0 1

elforgatdsi operatorral vald szorzassal kapjuk meg,
ahol wa forgatas szogsebessége. Ezzel

x{,z (#l-s@)cos(w 1)
"1,,2 = yl’»z = |-(#l-s@sin(w 1) | 16
Zl’,z tlp-s
Innen az id§ szerinti derivalds utin a sebesség
v/ = Glosin(w D, xlocostwn, 0, A7)

ahol az egyszertség kedvéért csak a vezets, @-tol
figgetlen tagokat, tartottuk meg.
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A Coriolis-er6 kiszamitasahoz sziikséglink van még
az @, komponenseire a K’ rendszerben. Az 5. dbra
alapjan

o, = o (-sind, 0, cosd). (18)

Ezt felhasznalva az F;S”

erd:

B , .
=2 mvy, X @, Coriolis-

+cos(A) cos(w t)

Fcos(A)sin(w 1) |. a9

+sin(A) cos(@ 1)

» Cor —
Fi5"=2mloo,

Mivel nekiink a Coriolis-erére a K koordinata-rend-
szerben van sziikségiink F;S”-t meg kell szorozni O
transzpondltjaval, amely K’-bél K-ba transzformal

egy vektort:

+cos(A)(cosX(wH—sinXw 1))

F(Y = 2mlowo, 0 . @O

+sin(A) cos(@ 1)

A mérleg mozgisegyenletében (lasd alibb) ezen erd
forgatbnyomatékanak y komponensére van sziikség,
amely a (13) és (20) egyenletek felhasznalasaval:

M5 = =2mlo o sin(A) (+s@)cos(w D)+
o 2D
+2mo o cos(A) g+ (cos* (@b —sin*(w ).
A mérlegre hat6 két forgatonyomaték osszege:
M, =-4ml* @ ;sin(A) cos(@ 1), (22)

ahol a @-vel ardnyos tagot ismét elhanyagoltuk. Beve-
zetve az w; = o sin(4) jeloleést
(23)

M,

or = —AmIPw a); cos(@ ).

A mérleg mozgisegyenlete

A forgatott mérleg mozgasegyenletének felirdsihoz a
mérleghez rogzitett forgd koordinita-rendszerben
vizsgaljuk a mozgast! E rendszerben a mérleg csak a
két ticsapagy altal meghatarozott tengely kortil végez
billegs mozgast. Igy a probléma egy rogzitett tengely
koruli forgasnak felel meg. Ekkor a mérleg elbillené-
sét megado ¢ szogre a
6, ¢ = M, 2D
mozgasegyenletet irhatjuk fel, ahol M, a testre hato
kiilsG erck forgatonyomatékanak y komponense és @,
a O tehetetlenséginyomaték-tenzor i-ik komponense.
A Coriolis-er6n kiviill még a nehézségi er6 és a K
mérleghez rogzitett rendszerben a centrifugalis erd,
valamint a levegs strlodasa és a beépitett magnesek
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miatt megjelend orvényaramok kovetkeztében felléps
fékezs erd hat a rendszerre. Ez jo kozelitéssel a test
sebességével, igy ¢-tal arinyos. Tehat a mérleg
mozgasegyenlete

(25)

+ M

Cor + M,

strlodas

922¢=Mg

rav + Mcenzrilegdlis

A meérleg geometriajabol lathatod, hogy a tehetetlen-
ségi nyomaték

0, = 2m(P+s?), (26)
a gravitacios erd forgatonyomatéka
grav _mg<l1_lz> = -2mgsg, @7
a centrifugalis eré forgatbnyomatéka
- 2 -
centrifugdlis —mao (ll hl + ZZ //12) - (28)

U

2ma*(?-5s?)

és a sebességgel arinyos surlddasi erd forgatbnyoma-
téka
M, 29

surlodas

=21"¢.

A fentiek alapjan a mozgasegyenlet komplex alakban

[2+2"=—; _2[2_2 _
(P+5s%) ¢ = —gsp-?(IP-s?) ¢ G0

- 2ﬂ12¢—212a)w_‘;e1’“”,
ahol

28 = i 3D

m
Abban az esetben, ha a mérleg végére elhelyezett
testek nem pontszerdek, a (30) egyenletet kell altala-
nositani. A kiterjedt testet felfoghatjuk mint sok, meg-
felel§ s, és [, tavolsagokkal megadott, 1. dbra szerinti
m; tomeggel rendelkezd konfiguracid Osszességét,
amelyekre egyenként igaz az

mi<li2+51:2) ¢ =-mgs Q- miwz(lf—sf) Q-
-2 ml.ﬂ l[Z (p—z mtlf w a)*; plol 4 (32)
+ M

egyenlet, ahol Mib a merev testben felléps belsd
kényszerer6k forgatonyomatéka. Ezek biztositjak,
hogy mindegyik részrendszer ugyanannyit forduljon
el. A fenti egyenlet azt fejezi ki, hogy az i-edik al-
rendszer impulzusmomentuma forgdstengely iranya
vetlletének id6 szerint derivaltja egyenlS a ra hato
er6k forgatbnyomatékanak ugyanilyen iranya vetu-
letével.

A teljes rendszer mozgasegyenletét a fenti egyenle-
tek Osszegezésével kapjuk. A bels erdk forgatonyo-
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matékanak Osszege nulla, mivel a kényszererSk vir-
tualis munkdja

N
Sw=Y Md¢p =o0. (33)
i=1
Ezek alapjan a mozgasegyenlet
N N
Yy m[(llg+slz) p=Y mi[—gsl.(p—
i=1 i=1
- wZ (11‘2_51 ) (e (54)
2 ﬂ, 112 (e

Fontos megjegyezni, hogy a ¢@-tal aranyos teljes sar-
lodasi erdt, mint az egyes pontokra hat6 sarlodasi
erck osszegét nem lehet megadni. Ezt egy f” beveze-
tésével vettiik figyelembe.

Célszerl bevezetni a kovetkezé mennyiségeket:

N

Z m, (35)
l= i=1
M
és
N
Y. mys, (36)
s = i=1
M K
valamint
N
2
, Zl mi(li_l) 37D
Al =12
M
és
N
2
, 21 m;(s;= ) (38
As? = =2
s i ,
ahol
N
M = mi. (39)
i=1

Erdemes megjegyezni, hogy s és [ a szimmetriasik
egyik felére esG rész sulypontjanak két koordinatija
@ = 0 esetén. Ezzel a (34) egyenlet az alibbi alak:

(P+AP+s2+As2) ¢ = gso—

—a)212+A12— Z_AZ _
( sf-ase 40)

—2f (Al -

—2(P+AP) o @) e’
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A megoldast

¢)(Z) — Aeiwt (41)

alakban keressiik. Behelyettesités utin adodik, hogy
—0* (P+AP+s*+As*) A= —gsA-

—0 P+ AP -s2—As?) A-

(42)
—2iwf (P+A?)A+
+2(12+A12)wwj§.
Ahonnan
2 *
4 2w w; (43)

2w (s*+As?)+gs+2iwf I ,
ahol — az egyszertség kedvéért — feltételeztiik, hogy
[ > Al*, amely a valodi megvalositasnal j6 kozelités-
nek tekinthets. Minket a rezgés amplitadoja érdekel,
ami

Za)a)";l2

1Al = . (44)

(lgs—2 05+ a52)) +4 02 (8712

Konnyen lathato, hogy a rezonanciafrekvencia (ahol
| ACw) | -nak maximuma van)

o - gs (45)
N 2(s2+As?)
Mig az amplitddo a rezonancian
w
A =_1 (40)
B

Ezzel a rezonanciagorbe az alabbi alakra rendezhet6:

A, aw
|A|= )
2 2\? 2 .2
(a)r—a)) +to°a

“47)

ahol a = 2f'I*. A gorbe a 6. dbrdn lithat6. Megje-
gyezzik, hogy a rezonanciafrekvenciaban felléps

N
2(s2+As?) = %Z m, I} (48)
i=1

mennyiség megadhatd a rendszer © tehetetlenségi-
nyomaték-tenzoranak diagonilis komponenseivel. A
Krendszerben a korabban bevezetett jelolésekkel

6, = % mlsi+y7), (49)
i=1
.

6,=Y m[(l1?+sl2), (50)
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0. dbra. A rezonanciagorbe.

N

6, =), mi(li2+yf2)’

i=1

GD

ahol y;a kérdéses pont y koordinatdja. Lathatd, hogy

2(s?+As%) = —(0,+0,-6,). (52)

1
21!

A gyakorlatban megvalosul6 esetre érvényes még,
hogy s? < As?, igy

o, = 8S
2As?

Megjegyezziik, hogy forgatds nélkil a rezgés frekven-
cidja

o _ Mgs _ gs
e 0, P+AP+s2+As?)

ami kis s/I aranynal jelentGsen eltér, (még kicsi As?,
tehdt kozel pontszerd, tomegek esetén is) @,-t6l. Azaz
a rezonanciafrekvencia nem a forgatas nélkili eset
rezgési frekvenciijanal van. A mozgisegyenletet ana-
lizilva megallapithatd, hogy az eltérés oka a forgd
rendszerben fellépd centrifugilis erd.

(53)

54

Mérési eredmények

Amikor a forgatas elinditdsa utan kortlbeltl 1 perc el-
teltével bedll a fentiekben targyalt, dlland6 amplitado-
ja, o frekvenciajio rezgés, a mérlegre szerelt tikorrdl
visszaversdott fénysugar egy kort ir le. Jol megfigyel-
hets, hogy a kor sugara a forgatds szogsebességének
fuggvényében valtozik. A kor sugaranak mérésével
elvben fel lehet venni a rezgés amplitidojanak szogse-
bességfiiggését, de a mérés konnyebben kivitelezhetd
ugy, hogy a stacionarius allapot elérése utan hirtelen
megallitjuk a forgatast. Ekkor a mérleg lengésének
amplitadojat megmérve fel tudjuk venni a rezonancia-
gorbét. A berendezés gy van kialakitva, hogy a suly-
pont-forgastengely tavolsag valtoztathato, igy a rezo-
nanciafrekvencia ettSl valo figgése kimérhetd.
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7. dbra. Rezonanciagorbe 3 killonb6zs s mellett.

Harom kiilonbozé stlyponttavolsignal a fordulat-
szam fliggvényében mért fordulatszam-rezgési ampli-
tado gorbék lathatok a 7. dabran.

Az elméleti varakozasnak megfelelGen éles rezo-
nanciagorbe alakul ki. A harom mérésbdl kapott a)f -
s Osszefliggés a 8. abran lathat6. Megallapithato,
hogy a mért adatok megfelelnek az elméleti viarako-
zasnak, o> aranyos s-sel.

A 2019-es Fizika OKTV III., kisérleti forduldjaban
kitGzott feladatok és a hivatalos megoldasi Gtmutatd
megtaldlhato a https://www.oktatas.hu/pub_bin/dload/
kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/oktv2018_
2019_donto/fiz1_javut_d_oktv_1819.pdf weblapon.

Osszefoglals

1851-ben Foucault hires ingakisérletével bizonyitotta
a Fold forgasat. Az inga lengési sikjanak elfordulasit
ugyanugy a Coriolis-er§ okozza, mint az E6tvOs-mér-
leg esetében a lengést. Ugyanakkor a Foucault-inga a
mi szélességi koriinkon 11,5°-ot fordul el 6ranként.
Tehat ahhoz, hogy a jelenség megfigyelhetS legyen

8. dbra. A mért @? — s dsszefiiggés.

140

130

120

~

110

100

90

80 T T T

s (mm)

413


https://www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/oktv2018_2019_donto/fiz1_javut_d_oktv_1819.pdf
https://www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/oktv2018_2019_donto/fiz1_javut_d_oktv_1819.pdf
https://www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/oktv2018_2019_donto/fiz1_javut_d_oktv_1819.pdf

minimum 10 percre van sziikség. Ezenkivil, azért,
hogy az inga minimum tébb 10 percig lengeni tudjon
egy 10 métert meghaladd hosszisdgd ingira van
sziikség. Ugyan az elfordulas mértéke fuggetlen az
inga hosszatol, de hosszt inga esetén a végén elhe-
lyezett golyo lassan mozog, igy a levegs sebességgel
aranyos fékezése kisebb. Mindez azt eredményezi,
hogy az inga felallitisa és a jelenség megfigyelése
igen specialis feltételeket igényel. Ugyanakkor az
Eotvos-féle mérleg konnyedén elfér egy asztalon és a
jelenség megfigyelése pillanatok alatt lehetséges. Igy
ez egy igen hatékony, konnyen bemutathato eszkoz a
Fold forgdsinak bizonyitdsira. Erdemes megjegyezni,
hogy a Foucault- és az Eotvos-féle mérés kozott alap-
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vetd kulonbség, hogy Eo6tvos rezonancidn alapuld
mérést alkalmaz, amely képes arra, hogy ,statikusan”
mérve Kkis effektusokat felerésitsen”. Nem véletlen,
hogy a fizikatorténet szimos meghatarozo kisérleté-
ben is rezonanciamoédszert hasznaltak.
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