AZ ANYAG POLARIZACIOJANAK MODERN ELMELETE

A polarizacio teljes eloszldsanak kiszamolasa kristdlyos rendszerekben

A polarizaci6 alapvet$ fizikai mennyiség, alatta az
anyag elektromos térre valo valaszat értjik. Ha egy
molekulat elektromos tér ala helyeziink, a molekulat
alkoto toltések — a pozitiv atommagok a tér irdnyaba,
a negativ elektronok az ellenkezé irdnyba — elmoz-
dulnak, a molekula elektronfelhgje eltorzul. Ilyen
esetben a térfogatra integralt polarizacidé a molekula
dipolmomentumanak felel meg, azaz a polarizacio
kiszimolasahoz elegendd a toltések és azok pozicio-
janak a szorzatat kiatlagolni.

Szilard, kristalyos anyagok esetében az elektro-
nok, és az atommagok ugyanugy elmozdulnak az
elektromos tér hatdsara. Ha klasszikus rendszerrdl
van sz0, a polarizacié szamolidsa a szabad molekula
esetéhez hasonlo, egy fontos modositassal. A rend-
szert valamilyen kis részekre bontjuk (példaul egy-
ségcellak), és minden egyes egységcellanak kisza-
moljuk a dipélmomentumat, ezek Osszege és a teljes
térfogat ardnya adja a polarizaciot. Ez az eljaras az

Hetényi Baldzs elméleti fizikus f6 érdekls-
dési kore a kondenzalt anyagok matemati-
kai leirdsa, azon beliil a geometriai fazisok-
hoz kothetd kvantumjelenségek vizsgalata,
mint példaul a polarizdcid, a topologiai
szigetel6k, a szuperfolyékonysag és a tol-
téstranszport-jelenségek.

HETENYI BALAZS: AZ ANYAG POLARIZACIOJANAK MODERN ELMELETE

Hetényi Balazs
Fizika Tanszék, Bilkent Egyetem, Ankara, Térékorszag
MTA-BME Kvantum Dinamika és Korrelacié Kutatécsoport, BME

elektrétek elméletének, példaul a Clausius—Mossotti-
egyenlet [1] alapja.

Az elméleti modellek altalaban periodikus hatarfel-
tételeket hasznalnak. Ez esetben az ,anyagon belil”
vagyunk, igy a kiszamolt fizikai mennyiség mintin
belili, azaz tombkomponense szimolhato, a felileti
komponense nem. Kvantumrendszerekben a fent leirt
eljaras polarizaciod esetében nem alkalmazhato, mert a
tizikai mennyiségeket operatorokkal irjuk le, és perio-
dikus hatarfeltételek esetén a pozicidoperitor nem jol
definialt. A problémat tobbféleképpen lehet szemléle-
tessé tenni. Egy periodikus rendszer hullamfiiggvényei
nem fiiggnek az origotol, Sket a rendszer L periodici-
tishosszaval el lehet tolni, de ez nem igaz a pozicio-
operatorra (példaul x # x+L). Matematikusabb megfo-
galmazas szerint, a pozicidoperitort nem irhatjuk fel
mindossze a periodikus rendszerlink bazisfiiggvényei-
vel. Korai probalkozasokban a pozici6operatort gyak-
ran a flrészfog”-figgvénnyel helyettesitették (f(x) =
xmodl), de ez az eljards helytelen. A fliggvény a cel-
lak hatarainal nem folytonos. Az ilyen polarizacidope-
ratorbol szimolt dram a celldk éleinél divergil, termé-
szetellenesen viselkedik, a toltések végtelen sebesség-
gel a cella masik oldalara ,ugranak”.

A modern polarizacidelmélet valaszt ad a fenti ne-
hézségekre. Mieldtt ritérnénk az elmélet részleteire,
érdemes néhany kisérleti tényre emlékezni. Az anyagi
polarizdcio abszolut értéke kisérletileg nem mérhets
mennyiség. A Kkisérletek polarizaciokiilonbségeket
mérnek, példaul a polarizacié derivaltjat valamilyen
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mas, relevins paraméter (hémérséklet, térfogat, de-
formaciok stb.) fuggvényében. A anyagok spontan
polarizacioja sem egy mérés kozvetlen eredménye. Az
ilyen kisérletek altalaban egy hiszterézisgorbén viszik
végig a mintat, amely gorbe két végpontja két ellenté-
tes iranyban, spontdn, polarizalt allapot. A fentiek
kovetkezménye az is, hogy a kisérleti mérések valoja-
ban a tranziens daramot — amely a mintat a kezdé alla-
potbdl a végallapotba juttatja — mérik. A kvantumme-
chanikdban az dram a hullamfiiggvény fazisaval hoz-
hato kapcsolatba. Mint latni fogjuk, a polarizaciot is
egy, az adott anyagra jellemz6 mértani (Berry vagy
Zak) fazis [2] irja le.

A geometriai fazis

Bar az optikdban a mértani fazisok jelentGsége mar
1954-t6l ismert volt (Pancharatnam-fazis) a kvantum-
mechanikaban a ciklikus jelenségek esetén felleps
fazist Sir Michael Victor Berry (1941., Surrey, Egyeslt
Kiralysag —) elemezte [2]. Mint ismeretes, a kvantum-
mechanikai dllapot, a hullaimfiiggvény egy tetszéleges
fazissal megvaltoztathatd anélkil, hogy a rendszer
fizikai mennyiségei valtoznanak, azaz ¥(x) hullam-
fuggvény ekvivalens az exp(i¢) ¥(x) hullamfiigg-
vénnyel. A ¢ fizis nem fligg a rendszert leird kvan-
tumvaltozoktol (ez esetben x-t6l, ami példaul egy
részecske pozicidja lehet), fligg viszont a rendszert
leird6 mas egyéb valtozoktol, amelyeket ebben az 6sz-
szefliggésben paramétereknek szokds nevezni. E
megkiilonboztetésére szemléletes példa a Born-
Oppenheimer-kozelités.

Adott egy rendszer amely elektronokbol és atom-
magokbol all, legyen n elektron pozicidjar,(i=1, ...,
n) és Natommag pozicidja R, (I=1, ..., N). Az ilyen
rendszer Schrodinger-egyenlete az 6sszes valtozotol,
mind az elektronok, mind az atommagok pozici6itol
fugg. A Born—-Oppenheimer-kozelités kiindulopontja,
hogy az atommagok tomege hirom vagy négy nagy-
sagrenddel nagyobb, mint az elektronoké: azaz koze-
lit6 megoldasként az atommagokat térben rogzitett
objektumoknak vehetjik. Az igy kapott Schrodinger-
egyenletben az elektronok poziciéi még mindig ,iga-
zi” kvantumvaltozok, az atommagokéi viszont mar
,csak” paraméterek. A hullimfiiggvény mind a kvan-
tumvaltozoktol, mind a Y@y, ..., 7r,; R,, ..., R,) para-
méterektSl, viszont a fazis csak a ¢ (R, ..., R,) para-
méterektdl fligg.

Berry észrevétele az volt, hogy olyan folyamatok
esetében, amelyekben a paraméterek egy ciklust ko-
vetnek, Gj fizikai mennyiségeket lehet definidlni, ame-
lyek kozul a legfontosabb a Berry-fazis:

y = i§ Al (W) 1V D). M

Ebben az egyenletben I' a kvantumrendszert leird
paraméterek Osszességét jeloli (példaul Born—-Oppen-
heimer-kozelités esetén ezek az atommagok pozicioi
I'=R,, ..., R, lehetnek). Az integral a I'valtozok te-
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rében lévé ciklikus gorbe mentén vett vonalintegral.
A Dirac-jelolésben felirt skalarszorzat jelentése:

(P(D)| V. | (D) =

= f fdrl odr Ve, e D) D

V¥, ...,r D),
azaz itt az igazi kvantumvaltozokat integraljuk ki.

A Berry altal leirt fazisnak a kvantummechanikaban
is voltak elSfutdarai. Konkrétan a molekuldk esetében,
ahol a rendszert atommagokra és elektronokra lehet
osztani, Mead és Trublar irt elGszor a ciklikus mozgast
végzG atommagokban felleps fazisokrol [3], amelyek
hatdsa egy magneses térre hasonlit. Ezenkivil létezik
egy szemléletes analogia a mértani fazisra, a ,parallel
transzport”. Adott egy felilet és egy vektor, amely a
felulettel parhuzamosan mutat valamilyen irdnyba. Ezt
a vektort ,korbevisszik” a feltileten Ggy, hogy a vektor
iranya az Gt mentén az Ut iranyaval mindig ugyanazt a
szoget zarja be. Amikor a kiindul6é ponthoz visszaériink
a vektor valamilyen irinyba fog mutatni. Sima, lapos
feltilet esetén a vektor irdnya az eredeti irinnyal fog
megegyezni, viszont véges gorbiilettel rendelkezé tér
esetén (példaul egy gomb feliletén) a korpalya utan a
vektor az eredetitdl eltérs iranyba fog mutatni. Ismere-
tes, hogy a hullamfiiggvények is felfoghatok (végtelen
dimenzi6s) vektoroknak, tovabba a Stokes-tétel segitsé-
gével az (1) egyenlet egy a zart gorbe altal bezart fela-
leten vett gorbiileti integralla alakithato.

Kristalyok polarizicioja sivelektronok esetén

Az alabbiakban kristalyok alatt olyan anyagokat ér-
tink, amelyekben az atommagok szabalyos racsot
(harom dimenzidban példaul térben vagy felileten
kozéppontos rics, két dimenzidban példaul négyzet-
racs, haromszogrics vagy méhsejtracs) alkotnak. Az
elektronok kozotti kolesdnhatastol, valamint az atom-
magok rezgéseitdl eltekintiink. A polarizdcié atomma-
goktdl szirmazo komponense ez esetben egyszerd:

1
Pmag = T/; Q[R]‘

A Berry-fazis az elektronokb6l szirmaz6 komponens-
hez szlikséges.

Az egyszerlség kedvéért tekintsiink egy egydimen-
zi0s periodikus (a potencidlra igaz, hogy V(x) =
V(x+a)) rendszert. A Bloch-tétel szerint a hullim-
fuggvények, azaz az egyes elektronok altal betoltott
allapotok formdja

¥, (x) = exp(ikx) u,(x),
ahol —n/a < k < n/a (Brillouin-zéna) és u,(x+a) =

u,(x) (aaracsillando). Ebben az esetben a kkristaly-
momentum egy paraméter, x a kvantumvaltozo. A k
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egydimenzids, ezért mértani értelemben nem lehet
olyan palyat alkotni, amely ciklikus és nem trividlis,
viszont periodikus hatarfeltételek esetén a Brillouin-
zOna végpontjai fizikailag ekvivalens rendszereket
irnak le. Igy a kovetkezd mértani fazist irhatjuk fel:

n/a

Vo= 2o [ die(u,19,1u,), 3

-n/a
azaz azt a fazist, amelyben a k paramétert a Brillouin-
zOnan vezetjuk keresztil. Ezt a fazist, amely a krista-
lyos rendszerek jellemzGje, Zak tirgyalta elGszor [4].
A kristalyok tombpolarizacidja:

e
P = — 7z 4

Ezen allitas bizonyitasat6l hely hianyaban eltekin-
tiink, de harom, mellette sz6l6 érvet felsorolunk. Egy-
részt, a (3) egyenlet az id, heurisztikus ,pozicidope-
rator” ,varhato értékének” tekinthets. A k paraméter
egysége inverz tavolsig, mert k az elektronallapot
hullamszama. Mint emlitettik, £ nem a kvantumvalto-
70, ezért id, a sz0 szoros értelmében nem tekinthetd
operatornak, igy a ¥, sem igazi varhato érték. Masod-
szor, a hullamfiiggvény megszorozhat6 egy fazisfak-
torral (exp(i@,), mértékinvariancia). A fazisfaktor
nem teljesen tetszSleges, a fizikai kovetelményeknek
akkor felel meg, ha igaz, hogy

en/a = e—n/a +t2mn,

ahol n egész szam. Ha a hullamfiggvény fazisat igy
valtoztatjuk, akkor megvaltozik a mértani fazis és ma-
ga a polarizacio is: P — P+ne (e az elemi toltés). Mas
szoval, a polarizacio csak egy ne eltolasig hatarozhato
meg, ahol ne n darab egységnyi toltés. E hatarozatlan-
sdg magyardzata, hogy itt a tdmbpolarizacioérol van
sz6. A periodikus hatarfeltételek miatt az anyagon be-
lil vagyunk, viszont a teljes polarizacié a tombpolari-
zacion kivil a feluleten 1évé toltések adta komponens-
t6l is fugg. A feltleti allapotokat az elektronok vagy
betoltik vagy nem, de a jarulék mindenképpen csak
egész szamszor az e elemi toltés lehet. Igy a mértani
fazis alapt tombpolarizacid6 megegyezik a fizikai ta-
pasztalattal. Egy harmadik érv, ami a fenti kifejezések
mellett sz0l, hogy Zak eredeti cikkében [4] bebizonyi-
totta, hogy a Zak-fazis megfelel a rendszert jellemzé
Wannier-figgvényekre szamolt dtlagpozicidval.

Altalanositas a soktestesetre

A fent targyalt polarizaciokifejezések (a (3) és (4)
egyenletek) abban az esetben érvényesek, amikor az
elektronok kozotti kolesonhatastol eltekintiink, vagy
olyan kozelités(eke)t vezetink be, amely(ek) egyré-
szecskés egyenletekhez vezetnek (példaul Hartree—
Fock- vagy sirdségfunkcionilelmélet-modszerek). Ha
ilyen kozelitésekkel nem élink, azaz az elektronok

kozotti kolesonhatdst explicit akarjuk megoldani, ak-
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kor nincs Brillouin-zona (amely az egyrészecskés hul-
lamfiuggvények alkotta Hilbert-tér).

A modern polarizacioé altalanositasat sok test ese-
tére Resta végezte el. Az altala megadott kifejezés [4]:

- _¢ 2T )
= | l¥).
P T Im log( exp(l 7 XJ )

A rendszer ez esetben L = na-ban (azaz nem egy egy-
ségcellaban, hanem egy szupercelldban) periodikus,
ahol n egész szam. Az

N
X=Y x
i=1

operator a teljes poziciboperator, azaz a szupercella-
ban 1évé részecskék pozicidinak dsszege. Az (5) kife-
jezést Resta két érveléssel tdimasztja ald. Egyrészt a P
id6 szerinti derivaltja ez esetben a részecskék drama-
nak felel meg. Egy adiabatikus ciklus alatt a részecs-
kék szama egy egységcellan belil csak egész szimmal
valtozhat (Thouless-toltéspumpa [5]), és a P-bél leve-
zetett aram ezt a feltételt kielégiti. Resta masodik érve,
hogy ha egy olyan rendszert vesziink, amelyben nincs
kolesonhatas (azaz a hullamfliggvény egy savbol alko-
tott Slater-determindns), akkor visszanyerjik a (3) és
(4) kifejezéseket. A Resta altal levezetett formalizmus-
bol még egy fontos mennyiség, a & Resta—Sorella-ko-
herenciahossz kaphat6, amelynek definicidja:

N ELE ©)
& 2TERelog(‘i”IeXp[z 7 X]I‘i’).

Ez a mennyiség a polarizaci6 variancidjinak felel meg,
& szamolasa lehetGvé teszi, hogy szigetelGket és veze-
tGket megkiilonboztessiink. A &koherenciahossz idea-
lis vezetS esetén végtelen, szigetelGk esetében véges.
Erdekesség, hogy e kritérium elvi alapjait — évtizedek-
kel a modern polarizacidelmélet eltt — Kobn [6] fek-
tette le. Klasszikus esetben a vezetSk és szigetel6k
kozotti kilonbség az egyes toltéshordozok lokaliza-
akkor az anyag szigetel$ (az anyag az elektromos tér
hatasara nem vezet, hanem polarizal6dik). Kohn sejté-
se volt, hogy a kvantumesetben ez a kritérium csak
részben fedi a valosagot. Tlyenkor nem az egyes toltés-
hordozok lokalizaciéja a mérvado, hanem az Osszes
toltéshordozo tomegkodzéppontjaé. Az (5) és (6) kifeje-
zések az Osszes toltés pozicidjatol figgnek.

A Resta- és Resta—Sorella-kifejezések racsmodellek
esetében — az elektronstriségtdl fliggben — kiegészi-
tésre szorulhatnak. Ha a részecskes(riiség egységcel-
lanként p/q részecske, ahol p és g egész szamok, ak-
kor a helyes kifejezés:

P= Feqlmlog@]’ Iexp(izTTE q)?) L), @

és a koherenciahossz is hasonloképpen moédosul.
Erre szemléletes példa a Hubbard-modell 1/2-es ré-
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szecskesUrlség-esete, amely-
ben a g szorzo nélkiil a & a
hossz a g szorz6 nélkil végte-
lenhez tartana, annak ellené-
re, hogy ez a rendszer a kano-
nikus Mott-szigetels [4].

A polarizaciéamplitado
mint karakterisztikus
figgvény

A statisztikaban a val6szinG-
ségeloszlasokat ~ momentu-
mokkal vagy kumulansokkal
lehet jellemezni. A momentu-
mokat és a kumulansokat a
val6szintségeloszlas karakte-
risztikus figgvényébdl lehet
megadni. Adott egy x véletlen
valtozé P(x) > 0 (Jdx P(x) =
1) valbszintségeloszlasa. A
karakterisztikus figgvény de-
finicioja:

Je = fdx P(x) exp(ikx). (8)

Az n-ed rendd M, momentumok vagy C, kumulan-
sok definici6ja:

aﬂ
My = or Sy,
9k |,y
(©))
711
C, = (=D)" 0/
k" |,y

M, = C; az x viltozo atlaga, C, a variancidja. C;, C;
magasabb rendd kumulansok, az el6bbit  ferdeség-
nek” (angolul ,skew”-nak), az utoébbit pedig kurtozis-
nak vagy pipossignak szokds nevezni.

A polarizacidamplitado definicioja:

- 2T % 10
Zq—(?’lexp(quX)lY’). (10)

Z, a teljes pozicio (X) karakterisztikus fliggvénye,
azaz f, megfeleltethetS Z -nak, ha k-t 21 L7 g-nak
feleltetjik meg, amennyiben adott egy Fy valoszint-
ségeloszlas-fliggvény. A periodicitis miatti 1ényeges
kilonbség, hogy a Z, fliggvényben a g valtozo csak
egész szamértékeket vehet fel, mig k folytonos. Ezért
a polarizacidamplitidobol a momentumokat és a ku-
muldnsokat csak diszkrét derivaltak altal (példaul
véges differencia) lehet definialni. Ezek a diszkrét
derivaltak folytonos limeszbe mennek at, ha a rend-
szer [ mérete a végtelenhez tart.

Kulon érdekesség az Fy eloszlas viszonya a Wan-
nier-fliggvények négyzetével, amikor a nem kolcson-
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1. dbra. Fya Z, fliggvény diszkrét Fourier-transzformaltja, vagyis a polarizicideloszlas egy egydi-
menzios, spintelen, kdlcsonhatd, fermionikus ricsmodell esetére. A V/ta kolesonhatés és az dtug-
rasi integral aranya.

hato rendszerek esetét nézzik. Az els6 momentum
mindkét esetben egy egyszerd atlag. Az elsé esetben
az X valtozo P(X)-re szamolt atlaga, a masodikban a
Wannier-fliggvények atlagpozicidja. Magasabb ku-
mulansok esetében mar nem ilyen egyszerd a meg-
feleltetés. Az X valtoz6 magasabb rendd kumulan-
sai kiilonb6z6 Wannier-fuggvények atfedésének fe-
leltethet6k meg. A tobbtestpozicid klasszikus atlag-
ként viselkedik, mig az egyes részecskék pozicidja
nem. Ez az eredmény 0sszhangban van Kohn tételé-
vel, amely szerint kvantumrendszerek esetén a szi-
getelés kritériuma a teljes pozicié lokalizacidja, amely
nem feltétlenul jelenti az egyes toltéshordozok loka-
lizaciojat.

Szamolasok egydimenzios modellekre

Az 1. abra a Z, figgveny Fy Fourier-transzformaltjat
mutatja egy spintelen fermionricsmodell esetében
[7]. A modellt két paraméter jellemez: a ¢ atugrasi in-
tegral, amely az elektronok racspontok ko6zott mobi-
litasat adja meg, valamint az elektronok kozotti V
kolcsonhatas, amely csak akkor hat, amikor két elekt-
ron egymas mellett 1évS racspontokon helyezkedik el.
A szamolast egy L= 30 méretd ricson egzakt diagona-
lizaciomodszerrel, periodikus hatarfeltételekkel vé-
geztlk el. Az elektronstirtiség racspontonként 1/2. Ezt
a modellt — a legegyszeribb kolcsonhatdé modell
lévén — mar sokan tanulmanyoztak. A modell anyag-
tudomanyi jelentGsége, hogy magyarazatot ad a Ver-
wey-dtmenetre [8], egy olyan fém-szigetelS atmenetre,
amely egyes kristilyos anyagok elektronjainak egy
spincsatorndjan belul torténik meg (példaul vas-oxid
—153 °C). Ezen kivil a modell attérképezhets az egy-
szerd Heisenberg-modellre is. A modellrél ismert,
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A 2. dabra a bozonikus
Hubbard-modell esetére, egy
szimuldcié futama alatt mu-
tatja az egyrészecske-, vala-
mint a teljesrészecske-pozi-
ciot. Ehhez a szdmolashoz
egy variaciés Monte-Carlo-
modszert hasznaltunk [9], az

x tengely az dbrin a Monte-
Carlo-lépésszamot mutatja. A
racs itt L = 320 méretd, a ré-
szecskesUrlség egységnyi. Az
atugrasi integral és a koleson-
hatas aranya /U= 0,25, ilyen-
kor a modell szigetelSfazis-
ban van. Az abra fels6 része
egy részecske pozicidjanak
palyajat mutatja, amely a ki-
cserélédési kolesonhatis altal
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2. dbra. Az egyrészecske- (fent), valamint a teljesrészecske-pozicio (alul) egy szimulacié futama

alatt a bozonikus Hubbard-modellben, L = 320 méretd racson.

hogy | V/t!1 = 2-nél mutat atmeneteket. A =V = =2¢
atmenet egy energiarés nélkili fémes rendszert va-
laszt el egy olyan szigetel6tSl, amelyben az elektro-
nok ,0sszeragadnak” azaz a negativ V vonzo6 kol-
csOnhatasa miatt nagy valoszinlGséggel egymas mellé
kertilnek. A V= -2t pedig ugyancsak egy fémes rend-
szert valaszt el egy szigetelGtdl, de ez esetben a szige-
teld fazis egy toltésstriség-hullim.

Az Fy eloszlasbol mindkét atmenet tisztan latszik.
A szigetel§ fazisokban (1 V/t| > 2) az eloszlasnak
két éles cstucsa van, a fémes fazisban a csacsok el-
tinnek, az eloszlas lapos. Az a tény, hogy az elosz-
las kétcsucsos az egységcellankénti p/g = 1/2-es
elektronsiriség kovetkezménye, emiatt sziikséges a
q = 2 korrekcio.

Az eloszlds tanulminyozasdbol kvantitativ ered-
ményeket is ki lehet hozni. A polarizaci6é variancidja-
nak végesméret-skalazasival meg lehet hatarozni a
fazisatmeneti pontokat. A vezetd fazisban a polariza-
ci6 variancidja linearisan figg a mérettdl (azaz a ter-
modinamikai limeszben a variancia a végtelenhez
tart), mig a szigeteld fazisokban a méret szerinti kite-
vG egynél joval kevesebb. Ez esetben a variancia —
termodinamikai limeszben — véges kell legyen. Bar
az egzakt diagonalizaci6 csak kis méretd racsokra al-
kalmazhat6, szamolasaink a fenti allitasokkal 6ssz-
hangban vannak [7, 9].

delokalizalodik, mig az abra
also része a tomegkozéppont
palyajat dbrazolja. Az egyré-
szecske-palya a teljes racsot
bejirja, mig a tomegkdzép-
pont csak a racs kozéppontjat szorja koril. Szemléle-
tes példa a Kohn-tételre: ez egy szigetelGrendszer,
amelyben a teljes pozicio lokalizalt, mig az egyes ré-
szecskék pozicidja nem.

Osszefoglals

A modern polarizicidelmélet (geometriai és Zak-fa-
zis) alapjainak attekintése utdn az elmélet soktestval-
tozatibol kumulansokat vezettiink le. A kumuldnsok
alkalmasak a polarizacio eloszlasanak rekonstrudlasa-
ra, valamint végesméret-skalazasukbol kikovetkeztet-
hetSk a fém-szigetel6 dtmenetek modellszamoldasok
esetében. A bozonikus Hubbard-modell igen szemlé-
letes példa Kohn tételére.
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