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A fizika tudományterületének célkitûzése a természeti
jelenségeket leíró törvényszerûségek mennyiségi
megfogalmazása. Ebben alapvetõ szerepet játszik az
olyan mennyiségek felismerése és meghatározása,
amelyek jelenlegi tudásunk alapján a Világegyetem-
ben helytõl és idõtõl független állandók. Különösen
érdekesek azok a mennyiségek, amelyek valamely
alapvetõ kölcsönhatás erõsségét mérik. Ilyen mennyi-
ség például a Newton-féle gravitációs törvényben
megjelenõ GN gravitációs állandó. Ha ismerjük is a
gravitációs erõ függését a kölcsönható testek tömegé-
tõl és távolságától, egy adott elrendezés mellett a
ténylegesen ható erõk nagyságát GN számértéke hatá-
rozza meg. Hasonlóan a gravitációhoz, az alapvetõ
kölcsönhatások mindegyikéhez rendelhetõ egy olyan
állandó, amely azt fejezi ki, hogy az adott kölcsönha-
tás mennyire erõs. Ezeket a mennyiségeket csatolá-
soknak nevezzük. Így például az erõs csatolás, αs, a

kvarkok és gluonok (összefoglalóan partonok) közöt-
ti úgynevezett erõs vagy színkölcsönhatás erõsségét
adja meg. A csatolások a részecskefizikai standard
modell alapvetõ paraméterei, értékeik (adott ener-
gián1) természeti állandók. A négy alapvetõ kölcsön-
hatás csatolásának értékét és relatív mérési bizonyta-
lanságát az 1. táblázat tartalmazza. A legkevésbé
pontosan ismert csatolás az erõs csatolás, amelynek
az értéke csupán ~1% relatív hibával ismert.

Ugyanakkor napjainkban az erõs kölcsönhatás
minden korábbinál pontosabb megértése, ideértve αs
precíz meghatározását, rendkívül fontos, hiszen a
laboratóriumban eddig elért legnagyobb energián
üzemelõ részecskegyorsító, a Nagy Hadronütköztetõ
(Large Hadron Collider, LHC) protonokat ütköztet. A
protonok részt vesznek az erõs kölcsönhatásban, te-
hát ez a kölcsönhatás az LHC-n végbemenõ összes
ütközésben szerepet játszik. Ezért alapos megértése
elengedhetetlen a mért adatok teljes kiaknázásához.

Mint említettük, az erõs csatolás a színes elemi ré-
szecskék, azaz a kvarkok és a gluonok közötti színköl-
csönhatás erõsségét méri. Ugyanakkor ezeket a ré-
szecskéket önmagukban nem tudjuk megfigyelni, hi-
szen a színbezárás jelensége miatt kísérletekben csupán
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a színsemleges kötött állapotaikat, a hadronokat (pél-

1. táblázat

Az alapvetõ kölcsönhatások csatolásainak értékei és a mérések
relatív bizonytalanságai

csatolás jelölés érték relatív bizonytalanság

finomszerkezeti állandó αEM 7,297 352 566 4(17) 10−3 2,3 10−10

Fermi-állandó GF 1,166 378 7(6) 10−5 GeV−2 5,1 10−7

erõs csatolás αs(MZ ) 0,118 1(11) 9,3 10−3

gravitációs állandó GN 6,674 08(31) 10−11 m3 kg−1 s−2 4,7 10−5

1. ábra. Az erõs csatolás világátlagának kiszámításához felhasznált
mérések eredményei, [1] nyomán.
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dául protonokat) észleljük. Ennélfogva az erõs csatolás
értékét közvetlenül nem lehet megmérni, azt elméleti
számolások kísérleti adatokhoz történõ illesztésével
határozzuk meg. Különbözõ mennyiségek vizsgálatával
az erõs csatolás különbözõ, egymással konzisztens
meghatározásait kapjuk. Ezt szemlélteti az 1. ábra,

amely a jelenlegi világátlag
(αs (MZ) = 0,1181±0,0011) meg-
határozásához használt egyes
mérések eredményeit mutatja,
az illesztéshez használt meny-
nyiség típusa szerint csoporto-
sítva.2

2A Z-bozon tömege 91,2 GeV/c 2, ahol a GeV giga-elektronvoltot
jelent. Az elektronvolt a nagyenergiás fizikában szokásosan használt
energia-mértékegység, egy elektronvolt az az energia, amelyet az
elektron 1 V (megfelelõ irányú) potenciálkülönbség hatására nyer,
1 eV = 1,6 10−19 J.

3A hadronizációs korrekciókat jelenleg nem tudjuk elsõ elvek-
bõl, kontrollált módon kiszámolni, ezért ezeket különbözõ model-
lek segítségével becsüljük.

A meghatározások egy né-
pes csoportját alkotják azok a
mérések, amelyek az elektron-
pozitron szétsugárzásban ke-
letkezõ hadronos végállapotok

jellemzõit vizsgálják. (Az 1. ábrán az „e+e− dzsetek és
alakváltozók” csoport mérései.) Talán furcsának tûnhet
az erõs csatolást olyan folyamatokban meghatározni,
amelyekben a kezdetben jelen lévõ részecskékre (az
elektronra és pozitronra) az erõs kölcsönhatás nem is
hat. Ugyanakkor érdekes módon pontosan ez a körül-
mény teszi különösen kényelmessé a mérést, hiszen így
az erõs kölcsönhatás pusztán a végállapot szerkezetét
befolyásolja. Amennyiben például protonok ütközését
vizsgáljuk, figyelembe kell vennünk, hogy a proton
már önmaga is erõsen kölcsönható részecskék (kvar-
kok és gluonok) bonyolult kötött rendszere, ezért egy
ilyen mérésben a proton szerkezetével kapcsolatos
bizonytalanságok is megjelennek.

Az elektron-pozitron szétsugárzásban végzett mé-
rések pontosítása jelenleg kizárólag az elméleti leírás
javításával érhetõ el, hiszen új, megfelelõen nagy
energián nyert kísérleti eredmények a közeljövõben
nem várhatóak. Az ebben a folyamatban mérhetõ
fizikai mennyiségek precíz elméleti leírása során két,
alapvetõen különbözõ jellegû nehézséggel kell szem-
benéznünk. Egyrészt, az elméleti leírás alapját az erõs
csatolásban végzett perturbációszámítás képzi. Ez azt
jelenti, hogy a kiszámolandó mennyiséget az erõs
csatolás szerinti sorfejtésének az elsõ néhány tagjával
közelítjük. Mivel a sorfejtési paraméter kisebb egynél
(αs ~ 0,1), remélhetjük, hogy ez a közelítés értelmes.
Az eredmények pontossága szisztematikusan javítható
a magasabb rendû és korábban elhanyagolt sorfejtési
tagok kiszámolásával. Másrészt, jóllehet a kísérletek-
ben hadronokat észlelünk, azonban az elméleti szá-
molásaink kvarkokra és gluonokra, vagyis partonokra
vonatkoznak. Ezért a hadronos végállapotokkal kísér-
letileg mért mennyiségek valamelyest különbözni
fognak az elméletben partonos végállapotokkal szá-
molt eredményektõl. Így a precíz, kísérleti adatokkal
összevethetõ elméleti eredmény elõállítása során fon-
tos a parton-hadron átmenetbõl adódó úgynevezett
hadronizációs korrekciók figyelembevétele, és pontos
modellezése.3

KARDOS ÁDÁM, SOMOGYI GÁBOR, TULIPÁNT ZOLTÁN, STEFAN KLUTH, ANDRII VERBYTSKYI: MILYEN ERŐS AZ ERŐS KÖLCSÖNHATÁS? 125



Alább az erõs csatolás egy új meg-

2. ábra. Az energia-energia korreláció a perturbációszámítás elsõ három rendjében. Az
OPAL kísérlet által mért adatokat is feltüntettük, forrás: [4].
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határozását mutatjuk be. A mérés az
elektron-pozitron szétsugárzásban ke-
letkezõ hadronos végállapotokban
vizsgálható, energia-energia korrelá-
ciónak nevezett mennyiség minden
eddiginél precízebb elméleti megha-
tározásán alapul. A számolás tartal-
mazza az erre a mennyiségre vonat-
kozó, jelenleg rendelkezésre álló ösz-
szes perturbatív információt, a hadro-
nizációs korrekciókat pedig a legmo-
dernebb, Monte-Carlo eseménygene-
rátorok segítségével modellezzük.

Az energia-energia korreláció

Az energia-energia korreláció a vég-
állapoti részecskék impulzusai által
bezárt χ szögek energiával súlyo-
zott, normált eloszlása:

A fenti egyenletben az i -re és j -re való kettõs ösz-

(1)

1
σ

dΣ (χ )
d cosχ

≡ 1
σ ⌡

⌠
i, j

Ei Ej

E 2
tot

×

× dσe + e − →i j + X δ cosχ − cosθij .

szegzés a végállapotban megfigyelhetõ részecskékre
vonatkozik; Ei és Ej az i -edik és j -edik részecske
energiája, míg θij a lendületvektoraik által bezárt
szög. A σ normálási tényezõ az elektron-pozitron
szétsugárzásban történõ hadronkeltés teljes hatáske-
resztmetszete, míg Etot az ütközés teljes energiája.
Végül az i -edik és j -edik részecske, il-dσe + e − →i j + X
letve esetleges további hadronok (ezek összességét
X jelöli) keletkezését leíró, teljesen differenciális ha-
táskeresztmetszetet jelenti. A mennyiség definíciója
a ’70-es évek végére nyúlik vissza, ezért az energia-
energia korrelációra vonatkozóan számos pontos
mérés áll rendelkezésünkre, a Nagy Elektron-Pozit-
ron Ütköztetõ (Large Electron-Positron Collider,
LEP) gyorsítóval és elõdeivel végzett kísérletek ré-
vén. Ezen mérések elméleti számolásokkal történõ
összevetése lehetõséget nyújt az erõs csatolás pon-
tos meghatározására.

A nagypontosságú mérés elõfeltétele azonban a
precíz elméleti leírás. Mint említettük, az elméleti szá-
mítás alapja a perturbációszámítás, vagyis az ered-
mény αs szerinti sorfejtésként történõ elõállítása:

O

ahol az A (χ ), B (χ ) és C (χ ) sorfejtési együtthatókat

(2)

1
σ

dΣ (χ )
dcosχ

=
αs

2 π
dA (χ )
dcosχ

+
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

αs

2 π

2 dB (χ )
dcosχ

+

+
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

αs

2 π

3 dC (χ )
dcosχ

+ α4
s ,

vezetõ rendû járuléknak, illetve elsõ és második su-

gárzási korrekciónak hívjuk. (Az angol „leading or-
der”, illetve „next-to-leading order” és „next-to-next-
to-leading order” kifejezésekbõl ezeket LO, NLO és
NNLO járulékoknak szokás nevezni.)

Az energia-energia korreláció NNLO rendû kiszá-
mítása rendkívül komoly erõfeszítéseket igényelt és
az elsõ számolás csupán néhány évvel ezelõtt vált
lehetségessé [2]. A számolást lehetõvé tevõ úgyneve-
zett CoLoRFulNNLO levonási módszer kifejlesztése
egy évtizedes kutatómunka eredménye volt [3].

A 2. ábra a perturbációszámítás LO, NLO és NNLO
rendjében számolt, illetve a LEP gyorsító OPAL de-
tektora által kísérletileg mért energia-energia korrelá-
ciót ábrázolja. Az ábrán jól látható, hogy annak elle-
nére, hogy a magasabb rendû korrekciók figyelembe
vétele jelentõsen csökkenti az eltérést az elméleti
értékek és a mért adatok között, a kettõ egyezése
még az NNLO pontosságú számolás esetén sem töké-
letes. Az eltérést legnagyobb részt a már említett had-
ronizációs korrekciók okozzák. Ezen túl megfigyel-
hetõ, hogy a kis (χ ~ 0°), illetve a nagy (χ ~ 180°)
szögek tartományában a perturbatív eredmény minõ-
ségileg sem írja le helyesen a mért eloszlást.4 Egé-

4A legkisebb mért szögek esetén az ábrából ítélve úgy tûnhet,
hogy az egyezés kielégítõ. Valójában azonban nullához közelítve a
χ szöggel az elméleti eredmény végtelenné válik, míg a mért érté-
kek végesek maradnak. A számolt és mért értékek viszonylag jó
egyezése az elsõ néhány mért pontban ezért lényegében a véletlen-
nek köszönhetõ.

szen pontosan: megmutatható, hogy a perturbatív
eredmény tetszõleges véges rendben végtelenné válik
mind a χ → 0°, mind a χ → 180° határesetben. Ahhoz,
hogy fizikailag értelmes eredményt kapjunk a kis,
illetve a nagy szögek tartományán a végtelenné váló
járulékokat fel kell összegeznünk.

E felösszegzés szükségességét az alábbi módon is
megvilágíthatjuk. Koncentráljunk a nagy szögek tarto-
mányára és vezessük be az y = cos2(χ /2) változót!
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(3)

1
σ

dΣ
dcosχ

~ 1
y

αs lny + 1 LO

+ α2
s ln3y + ln2y + lny + 1 NLO

+ α3
s ln5y + ln4y + ln3y + ln2y … NNLO

LL NLL NNLL

Ekkor a χ → 180° határeset az y → 0 határesetnek felel
meg. Meg lehet mutatni, hogy a perturbációszámítás
n -ed rendjében a perturbatív eredmény kis y-ra tartal-
maz … alakúα n

s ln2 n − 1 y, α n
s ln2 n − 2 y, α n

s ln2 n − 3 y,
tagokat.5 Amennyiben y kicsivé válik, lny felnõ és

5Az lnk y jelölés minden esetben y természetes logaritmusának
k -adik hatványát jelöli, lnk y ≡ (ln y )k.

elegendõen kis y -ra ~ 1 lesz tetszõleges nα n
s ln2 n − 1 y

esetén. Így az αs szerinti sorfejtés az y → 0 határeset-
ben érvényét veszti, hiszen ebben a tartományban az
effektív sorfejtési paraméter (vagyis az a mennyiség,
amelynek hatványa rendrõl rendre nõ) ~ 1.αs ln2 y
Ebben a határesetben tehát a fizikailag helyes leírás-
hoz a logaritmikus tagokat a perturbációszámítás ösz-
szes rendjében fel kell összegezni. Itt nem térünk ki
arra, hogy a felösszegzést technikailag miként lehet
megvalósítani, azonban a felösszegzéssel kapcsolat-
ban két dolgot fontos megjegyezni. Egyrészt a felösz-
szegzés az egyre alacsonyabb rendû logaritmikus já-
rulékok figyelembe vételével szisztematikus módon
javítható. Így beszélhetünk vezetõ logaritmikus felösz-
szegzésrõl, amely az összes alakú tagotα n

s ln2 n − 1 y
felösszegzi, illetve logaritmikus korrekciókról, ame-
lyek az … típusú tagokatα n

s ln2 n − 2 y, α n
s ln2 n − 3 y,

veszik figyelembe. (Az angol „leading logarithm”,
illetve „next-to-leading logarithm” és „next-to-next-to-
leading logarithm” kifejezésekbõl ezeket LL, NLL és
NNLL rendû felösszegzésnek szokás nevezni.) Más-
részt lényeges kiemelni, hogy a felösszegzett ered-
mény továbbra is alapvetõen egy perturbatív ered-
mény, jóllehet a perturbációs sor bizonyos tagjait
(esetünkben az y ~ 0 körül domináló tagokat) minden
rendben figyelembe vettük.

A teljes perturbatív eredmény szerkezetét sematiku-
san (az összes y → 0 határesetben véges függvényt el-
hagyva) a (3) egyenlet – lásd felül – szemlélteti. Ameny-
nyiben a tagokat soronként adjuk össze, a rögzített ren-
dû perturbációszámítás LO, NLO, NNLO, … járulékait
kapjuk. A tagokat oszloponként összeadva, a logaritmu-
sok LL, NLL, NNLL, … rendû felösszegzését nyerjük. Az
energia-energia korrelációra vonatkozó teljes perturba-
tív információ felhasználása azt jelenti, hogy az elsõ
három sor és az elsõ három oszlop összes tagját figye-
lembe vesszük. Ezt NNLO+NNLL rendû számolásnak
nevezzük. Hasonlóan beszélhetünk például NLO+NNLL
rendû számolásról is, amennyiben az elsõ két sor és az
elsõ három oszlop tagjait vesszük figyelembe.
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Az erõs csatolás megméréséhez tehát az imént is-
mertetett NNLO+NNLL rendû elméleti számolás szol-
gáltatja az alapot. Mielõtt azonban ezt az eredményt
a mérési adatokkal értelmes módon össze tudnánk
vetni, figyelembe kell vennünk a hadronizációs kor-
rekciókat is. Mint említettük, a parton-hadron átme-
nethez kapcsolódó korrekciókat nem lehet perturba-
tív módon kezelni, azokat egyéb módszerekkel kell
megbecsülni. E munkában a hadronizációs korrek-
ciókat a legmodernebb Monte-Carlo eseménygenerá-
torok (SHERPA2.2.4 és Herwig7.1.1) segítségével
határoztuk meg. Ezek az eseménygenerátorok mind
partonos, mind hadronos szinten képesek az elemi-
rész-ütközésekben megjelenõ bonyolult, sokrészecs-
kés végállapotok szimulálására. A szimuláció során a
parton-hadron átmenet leírására különbözõ fenome-
nologikus modellek szolgálnak, mint például a Lund-
vagy a klasztermodell. A hadronizációs korrekció
egyszerûen a hadronos, illetve a partonos szimulált
eseményekbõl meghatározott energia-energia korre-
láció függvények hányadosaként adódik. Az NNLO+
NNLL pontosságú perturbatív eredményt ezzel a té-
nyezõvel szorozva kapjuk meg a hadronizációs kor-
rekciókat is tartalmazó elméleti leírást, amely már
alkalmas a kísérletileg mért adatokkal való közvetlen
összevetésre.

Az erõs csatolás megmérése

Az erõs csatolás megmérése azon αs érték megkeresé-
sét jelenti, amely mellett a fent leírt módon elõállított
elméleti számolás a legjobban írja le a mérési adato-
kat. Ezen érték megtalálásához az alábbi kifejezést
kell minimalizálnunk:

Az egyes kísérletekhez tartozó χ 2 (αs ) értékeket kü-

(4)χ2 (αs ) =
kísérletek

χ2 (αs )kísérlet.

lön-külön számoltuk ki:

Itt D és P (αs ) a mért adatokból, illetve az elméleti ered-

(5)χ2 (αs ) = D − P (αs ) V −1 D − P (αs ) T.

ményekbõl alkotott vektorokat jelentik, míg V a D-hez
tartozó kovarianciamátrix. Az illesztést a χ ∈ [60°, 160°]
intervallumon végeztük. Az illesztett αs (MZ) értékkel
számolt NNLO+NNLL és NLO+NNLL rendû elméleti
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eredményeket, illetve az illesz-

3. ábra. Az illesztett NNLO+NNLL és NLO+NNLL rendû elméleti eredmények. Az illesztési tarto-
mányt függõleges vonalak jelölik. Az alsó paneleken az elméleti eredmény és a kísérleti érték
hányadosát tüntettük fel (forrás: [5]).
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téshez használt kísérleti adato-
kat néhány ütközési energián
a 3. ábrán mutatjuk be.

A mérés elengedhetetlen
része a kapott eredmény bi-
zonytalanságának meghatá-
rozása, amit az alábbiak sze-
rint végeztünk. A perturbá-
ciószámítás alkalmazása so-
rán elhanyagolt magasabb
rendû járulékok hatását a
renormálási (ren.), illetve
felösszegzési (res., az angol
„resummation” szóból) skálák
változtatásával becsültük
meg. Anélkül, hogy részle-
tekbe bocsátkoznánk, a re-
normálási és felösszegzési
skáláról annyit fontos tudni,
hogy ezek nem fizikai segéd-
paraméterek, amelyektõl a fi-
zikai végeredmény teljesen
független volna, amennyiben
a perturbációs sor összes tag-
ját megtartanánk. Mivel azon-
ban a számolás során a sor-
ból csak véges sok tagot ve-
szünk figyelembe, a tényle-
gesen kiszámolt végeredmé-
nyek valamelyest függenek
ezektõl a nem fizikai skálák-
tól. Így a végeredmény válto-
zása a skálák változtatásakor
az elhanyagolt tagok nagysá-
gáról nyújt információt. A
hadronizációs korrekció mo-
dellezésébõl adódó bizonyta-
lanságot (hadr.) a Lund- és a
klasztermodell közötti elté-
réssel, míg az illesztés bi-
zonytalanságát (exp.) a szo-
kásos χ 2 + 1 kritériummal be-
csüljük. (A χ 2 + 1 kritérium
azt a paramétertartományt
adja meg, amelybe az illesz-
tett paraméter valódi érté-
ke 68%-os megbízhatósággal
esik bele.)

Az erõs csatolás illesztett
értéke NNLO+NNLL pontos-
ságú elméleti eredmények
használata mellett:

αs (MZ) = 0,11750 ± 0,00257(ren.) ± 0,00078(res.) ±
± 0,00102(hadr.) ± 0,00018(exp.),

αs (MZ) = 0,11750 ± 0,00287(comb.).

A különbözõ bizonytalanságokat a fent leírt módon
kaptuk és megadtuk a kombinált (comb.) bizonyta-

lanságot is. Az NNLO járulék szerepének felmérésé-
hez az illesztést megismételtük NLO+NNLL pontossá-
gú elméleti leírás felhasználásával is:

αs (MZ) = 0,12200 ± 0,00433(ren.) ± 0,00293(res.) ±
± 0,00113(hadr.) ± 0,00023(exp.),

αs (MZ) = 0,12200 ± 0,00535(comb.).
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Az NNLO járulékok figyelembevétele az illesztett
αs (MZ)-t valamelyest az alacsonyabb értékek felé
mozdítja, míg a végeredmény bizonytalanságát csak-
nem a felére csökkenti.

Összefoglalásként: beszámoltunk egy alapvetõ
természeti állandó, az erõs csatolás egy új meghatáro-
zásáról. Mérésünkhöz az elektron-pozitron szétsugár-
zásban mért energia-energia korreláció eddig elért
legnagyobb pontosságú, NNLO+NNLL rendû elméleti
leírását és modern Monte-Carlo eseménygenerátoro-
kat használtunk. Az αs (MZ)-re kapott értékünk kon-
zisztens a jelenlegi világátlaggal, míg bizonytalansága
versenyképes egyéb, elektron-pozitron szétsugárzás-
ban végzett meghatározásokkal, lásd az 1. ábrát. Az
itt bemutatott mérés, illetve egyéb új meghatározások
tükrében folyamatban van az erõs csatolás világátla-
gának aktualizálása.
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AZ ANYAG POLARIZÁCIÓJÁNAK MODERN ELMÉLETE

Hetényi Balázs elméleti fizikus fõ érdeklõ-
dési köre a kondenzált anyagok matemati-
kai leírása, azon belül a geometriai fázisok-
hoz köthetõ kvantumjelenségek vizsgálata,
mint például a polarizáció, a topológiai
szigetelõk, a szuperfolyékonyság és a töl-
téstranszport-jelenségek.

A polarizáció teljes eloszlásának kiszámolása kristályos rendszerekben
Hetényi Balázs

Fizika Tanszék, Bilkent Egyetem, Ankara, Törökország
MTA–BME Kvantum Dinamika és Korreláció Kutatócsoport, BME

A polarizáció alapvetõ fizikai mennyiség, alatta az
anyag elektromos térre való válaszát értjük. Ha egy
molekulát elektromos tér alá helyezünk, a molekulát
alkotó töltések – a pozitív atommagok a tér irányába,
a negatív elektronok az ellenkezõ irányba – elmoz-
dulnak, a molekula elektronfelhõje eltorzul. Ilyen
esetben a térfogatra integrált polarizáció a molekula
dipólmomentumának felel meg, azaz a polarizáció
kiszámolásához elegendõ a töltések és azok pozíció-
jának a szorzatát kiátlagolni.

Szilárd, kristályos anyagok esetében az elektro-
nok, és az atommagok ugyanúgy elmozdulnak az
elektromos tér hatására. Ha klasszikus rendszerrõl
van szó, a polarizáció számolása a szabad molekula
esetéhez hasonló, egy fontos módosítással. A rend-
szert valamilyen kis részekre bontjuk (például egy-
ségcellák), és minden egyes egységcellának kiszá-
moljuk a dipólmomentumát, ezek összege és a teljes
térfogat aránya adja a polarizációt. Ez az eljárás az

elektrétek elméletének, például a Clausius–Mossotti-
egyenlet [1] alapja.

Az elméleti modellek általában periodikus határfel-
tételeket használnak. Ez esetben az „anyagon belül”
vagyunk, így a kiszámolt fizikai mennyiség mintán
belüli, azaz tömbkomponense számolható, a felületi
komponense nem. Kvantumrendszerekben a fent leírt
eljárás polarizáció esetében nem alkalmazható, mert a
fizikai mennyiségeket operátorokkal írjuk le, és perio-
dikus határfeltételek esetén a pozícióoperátor nem jól
definiált. A problémát többféleképpen lehet szemléle-
tessé tenni. Egy periodikus rendszer hullámfüggvényei
nem függnek az origótól, õket a rendszer L periodici-
táshosszával el lehet tolni, de ez nem igaz a pozíció-
operátorra (például x ≠ x+L ). Matematikusabb megfo-
galmazás szerint, a pozícióoperátort nem írhatjuk fel
mindössze a periodikus rendszerünk bázisfüggvényei-
vel. Korai próbálkozásokban a pozícióoperátort gyak-
ran a „fûrészfog”-függvénnyel helyettesítették ( f (x ) =
xmodL ), de ez az eljárás helytelen. A függvény a cel-
lák határainál nem folytonos. Az ilyen polarizációope-
rátorból számolt áram a cellák éleinél divergál, termé-
szetellenesen viselkedik, a töltések végtelen sebesség-
gel a cella másik oldalára „ugranak”.

A modern polarizációelmélet választ ad a fenti ne-
hézségekre. Mielõtt rátérnénk az elmélet részleteire,
érdemes néhány kísérleti tényre emlékezni. Az anyagi
polarizáció abszolút értéke kísérletileg nem mérhetõ
mennyiség. A kísérletek polarizációkülönbségeket
mérnek, például a polarizáció deriváltját valamilyen
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