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Írásomban rámutatok arra, hogy a kvantummechanika
alapjainak fénypolarizációra épülõ középiskolai be-
mutatása során a határozatlansági elv megszokott
matematikai alakja nem merülhet fel. Megmutatom
azonban, hogy a polarizáción alapuló tananyagban
egyszerre pontosan nem mérhetõ mennyiségek szórá-
sai középiskolai módszerekkel is meghatározhatók,
így a kvantumhatározatlanság elvi alapja ebben a mo-
dell-kvantummechanikában tanítható.

Bevezetés

A kvantummechanika felsõfokú matematikai formaliz-
musra épül, ezért a középiskolai feldolgozása, ezen
belül a határozatlansági elv pontos megfogalmazása
kényes feladat, amelynek megoldására több megkö-
zelítés ismert. Tóth Eszter tankönyve például a hul-
lámformalizmust tekinti, a határozatlansági elvet az
elektron hullámcsomag mivoltán keresztül szemlélte-
ti. Más feldolgozások (ilyenek a mai magyar középis-
kolás könyvek) pedig kvalitatív magyarázatokat ad-
nak a törvény bemutatására [1]. Azonban léteznek a

középiskolás kvantummechanikának olyan megköze-
lítései is, amelyek a kvantummechanika sokszínû
megközelítésébõl a vektorformalizmust választják,
amelyet a legegyszerûbb, kétállapotú rendszereken
keresztül építenek fel. Utóbbira a legnépszerûbb a
fénypolarizáció jelenségének értelmezése fotonokkal
[2–4]. Az erre alapuló középiskolai tananyag honlapo-
mon tanításra alkalmas formában már magyarul is
hozzáférhetõ [5]. Diracig nyúlik vissza a polarizáció
jelenségének felhasználása a kvantummechanika be-
vezetésére [6], ami magyar egyetemi tankönyvben is
fellelhetõ [7].

A fénypolarizációt használó megközelítések a
kvantumszámítógépek megjelenése miatt egyre nép-
szerûbbek. Éppen a közelmúltban jelent meg egy
számítógépes játék [8], ahol fényjelenségekkel oldha-
tunk meg kvantumos logikai problémákat. A fénypo-
larizáción alapuló tananyag a Stern–Gerlach-kísérletet
fordítja le a fotonokra éppen azért, mert fénnyel
szemléletes kísérleteket lehet végezni. Azonban fon-
tos megjegyezni, hogy a kvantummechanika felépíté-
se a fénypolarizáción keresztül nem adja vissza sem a
foton korrekt fizikai leírását, sem a kvantummechani-
ka teljes matematikai formalizmusát. Nem ad teret
például a kvantumos összefonódás értelmezésének,
és amint itt megmutatom a kvantumhatározatlanság
általánosan érvényes megfogalmazásának. Ezért a
tananyagot inkább „modell kvantummechanikának”
érdemes nevezni, amely segítségével a középiskolá-
ban is érthetõvé válnak az alaptörvények és bizonyos
számítási módszerek.

Általában, amikor a kvantummechanika feldolgo-
zását tárgyaljuk, elõször érdemes megfogalmazni,
hogy mi a kvantummechanika célkitûzése. A mikro-
világra vonatkozó értelmes kérdésfelvetés az, hogy
ha egy vizsgált kvantumrendszer valamely fizikai
mennyiségét megmérjük, akkor a különbözõ lehet-
séges mérési eredményeket mekkora valószínûség-
gel fogjuk megkapni. Ehhez három jól elkülöníthetõ
lépést kell követnünk. Elsõként meg kell határoz-
nunk a kezdeti állapotot, ami többnyire az állapot-
függvény megadását jelenti. Másodszor megadjuk e
kezdeti állapot változását az idõvel. Végül mérést
végzünk az így elõálló állapoton, és meg tudjuk be-
csülni a mérés lehetséges kimeneteleinek valószínû-
ségeit. A középsõ lépés – a dinamikai feladat megol-
dása – magas szintû matematikát (általában parciális
differenciálegyenlet megoldását) igényli, ezért a
középiskolai tárgyalásban nem lehet célkitûzés. Az
állapot meghatározása és a rajta végzett mérés mate-
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matikai leírása azonban a kétállapotú rendszerek
esetén egyszerû mátrixok szorzását jelenti, aminek
szabályait a középiskolában is be lehet mutatni.
Ennek tükrében a kvantummechanika fénypolarizá-
ción keresztül történõ felépítése különösen alkalmas
fontos kvantummechanikai jelenségek, fogalmak és
elvek tisztázására. Az utóbbiak közé tartozik a hatá-
rozatlansági elv.

A határozatlansági elv a mikrovilág lenyûgözõ tör-
vénye. Ezen alapvetõen matematikai képlet fizikai
értelmezése azonban változatos lehet a középiskolá-
ban. Írásomban ezért bemutatok néhány gyakran el-
hangzó kijelentést, amelyek esetenként ellentmonda-
ni látszanak egymásnak. Bemutatok egy kevésbé köz-
ismert megközelítést, amelynek középiskolai feldol-
gozása lehetséges. Tapasztalatom szerint az itt bemu-
tatásra kerülõ irány egyre népszerûbb mérnöki körök-
ben. Cikkem elsõsorban tanár kollégáimnak és érdek-
lõdõ fizikusoknak szól, ezért nyelvezetem az egyete-
men tanult fizika eszköztárát is használja. Azonban a
levezetések nem feltételeznek magasabb szintû mate-
matikai ismereteket, és így azok, valamint a mögöttük
megjelenõ értelmezések – megfelelõen tálalva – a
középiskolások számára is érthetõk lehetnek, ezzel
bõvítve a jelenlegi hazai kvantummechanika tanításá-
val kapcsolatos kutatásokat [1].

A határozatlansági elv

Ha egy általános kvantummechanikáról szóló egyete-
mi tankönyvet fellapozunk, akkor a Heisenberg-féle
határozatlansági elvvel kétszer is szembetaláljuk ma-
gunkat. Elsõ ízben megismerhetjük azt, hogy egy sza-
bad elektront olyan hullámcsomagként írhatunk le,
amelyet végtelen sok szinuszhullám szuperpozíciója-
ként lehet elõállítani. Ezért az elektronhoz végtelen
sok hullámhosszérték rendelhetõ, és így a de Broglie-
törvény értelmében végtelen sok lendületértéket tár-
síthatunk hozzá. Ha túlságosan lokalizált a hullámcso-
mag, akkor szélesebb lendületsokaságot tartalmaz, és
fordítva: ha nagy térrészt „foglal” el az elektron, akkor
lendületét elvileg pontosabban tudjuk meghatározni
[1]. Azaz érvényes a középiskolából is jól ismert
Δx Δpx ≥ ¥/2 egyenlõtlenség, ahol ¥ a redukált
Planck-állandó és a Δ a fizikai mennyiségek elvi méré-
si bizonytalanságát jelöli. Ez a megközelítés burkol-
tan a Fourier-transzformációt fogalmazza meg, és így
középiskolás szinten legfeljebb elfogadható, de fel
nem fogható.

Bár a határozatlansági elv a mérés elvi bizonytalan-
ságáról tesz kijelentést, a gyakorlatban az adott álla-
pothoz tartozó fizikai mennyiség szórásának jelenté-
se, hogy az azonos állapotú részecskesokaságon el-
végzett mérések eredményei átlagosan mennyire
szórnak a várható érték körül [1].

Ha továbbhaladunk kvantummechanikai tanulmá-
nyainkkal, megismerhetjük a határozatlansági elv
általános matematikai alakját, amely bármely két fizi-
kai mennyiségre felírható. Ha a két fizikai mennyiség

A és B, akkor a határozatlansági elv az ezekhez ren-
delt operátorok Δ és Δ szórására fogalmaz megÂ B̂
egyenlõtlenséget:

ahol jobb oldalon az operátorok

Δ Â Δ B̂ ≥ 1
2

|〈 [ Â, B̂ ] 〉 |,

[ Â, B̂ ] = Â B̂ − B̂ Â
kommutátorának várható értéke szerepel. Fontos,
hogy az egyenlõtlenség bal oldalán szereplõ szórá-
sok és a jobb oldalon szereplõ várható érték is adott
állapotban értendõk, és általában nem minden álla-
potra feltétlenül ugyanazt az értéket kapjuk, azon-
ban az egyenlõtlenség minden állapotra érvényes
[1]. Az egyenlõtlenségnek pontos matematikai bizo-
nyítása van.

Ha az és operátor helyére a hely és a lendületÂ B̂
operátorát helyettesítjük, akkor felhasználva az [ x̂, p̂ ]
= i¥ kommutátort, visszakapjuk a határozatlansági elv
fent említett alakját: ΔxΔpx ≥ ¥/2. Az így megjelenõ
határozatlansági elv hagyományos alakja különleges,
mert a két fizikai mennyiséghez rendelhetõ operátor
felcserélési összefüggése az egységoperátorral ará-
nyos, amelynek átlaga nem függ az állapottól. Így az
alsó korlát állapottól függetlenül mindig ¥/2. Ez an-
nak következménye, hogy kanonikusan konjugált fi-
zikai mennyiségpárról van szó.1

1Az általános határozatlansági egyenlõtlenség levezetésénél a
jobb oldalon a két operátor antikommutátorának várható értékével
arányos tag is megjelenik [1]. A hely és lendület határozatlanságára
vonatkozó esetben ez a tag állapotfüggõ. Természetesen ennek
elhanyagolásával az egyenlõtlenség továbbra is érvényes (csak
élesebben), viszont hasznosabbá válik a képlet, mert a jobb oldal az
elhanyagolás után már állapotfüggetlen lesz.

2Visszaemlékezések szerint Marx György professzor vizsgáin
rákérdezett erre az atom s-állapotára vonatkozóan. Ugyanis ebben
az állapotban az impulzusmomentum mindhárom komponensét
pontosan ismerjük, mégpedig nulla értéket vesznek fel, ezért a
kommutátorok várható értéke is nulla.

A határozatlansági elv értelmezése

Ha szemügyre vesszük az általános képletet, akkor az
alábbi lehetõségeket olvashatjuk belõle ki:

1. Ha és felcserélhetõ, akkor a jobb oldalonÂ B̂
nulla áll. Ez nem túl izgalmas, a klasszikus fizikában a
legtöbb mennyiség ilyen (ha a mérést zavaró egyéb
körülmények hatását nem vesszük figyelembe).

2. Ha és nem felcserélhetõ (azaz a két fizikaiÂ B̂
mennyiségnek nincs közös sajátfüggvényrendszere),
attól még a kommutátoruk várható értéke bizonyos
állapotokban lehet nulla. Például akkor, ha az egyik
fizikai mennyiség szórása pontosan nullává tehetõ,
amire késõbb példát mutatunk a fotonpolarizáción
alapuló tananyagban.2

3. Ha és nem felcserélhetõ és a kommutáto-Â B̂
ruk várható értéke semmilyen állapotban sem nulla.
Ilyen a hely és a lendület szórásának kapcsolata.

Nyilvánvaló, hogy a második eset általánosabb,
mint a szokásosan hangoztatott harmadik. A már em-
lített [2–5] tananyag részletesen elemezi a kvantumha-
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tározatlanság második esetét, azonban olyan formá-

1. ábra. A kísérletek igazolják, hogy a polarizátorlemezeken áthala-
dó fény intenzitása függ a lemezek egymással bezárt szögétõl.

2. ábra. Ha egy vízszintes irányú polarizátorlemezre egy 30°-osan po-
larizált foton esik, akkor a foton cos230° = 75%-os eséllyel halad át.

?

1 darab 30°-osan
polarizált foton

30°-os irány vízszintes irány

ban, amely a hazai szakmai közösségnek elsõ körben
furcsa lehet. Ahhoz, hogy megértsük miért van így,
elõbb röviden vázolom a tananyag felépítését.

A határozatlansági elv a fotonok polarizációs
állapotára vonatkozóan

Elsõ lépés a fénypolarizáció jelenségének felfedezése,
amely során felismerhetjük, hogy a polarizátorleme-
zeken áthaladó fény intenzitása arányos a polarizátor-
lemezek által bezárt szöggel (1. ábra ).

Ezután a polarizátorlemezeken áthaladó fény inten-
zitását méréssel mennyiségileg is megfogalmazhatjuk,
így kapjuk meg a Malus-törvényt:

IT = I0 cos2θ,

ahol I0 a két polarizátorlemezen áthaladó fény intenzi-
tásának maximuma, ami akkor áll elõ, ha a két polari-
zátorlemez egyirányú, IT pedig a két lemezen áthala-
dó fény intenzitása, ha a két lemez θ szöget zár be.

Ha feltételezzük, hogy a fénynyalábot oszthatatlan
fotonok alkotják, és a fényintenzitás arányos a foto-
nok számával, akkor a Malus-törvényt megfogalmaz-
hatjuk fotonszámra is:

NT = N0 cos2θ,

ahol N0 az áthaladó fotonok maximális száma (amely
szintén megegyezõ állású polarizátorlemezek esetén
igaz), míg NT az áthaladó fotonok száma, ha a két
lemez θ szöget zár be. Egyszerûbben úgy is fogalmaz-
hatunk, hogy egy polarizátorlemez a beesõ polarizált
fotonok számát cos2θ részére csökkenti.

Itt jutunk el arra a pontra, amikor feltehetjük azt a
kérdést, hogy mi történne, ha egy vízszintes irány-
ban tartott polarizátorlemezre kizárólag egyetlen
30°-osan polarizált foton esne? Ekkor a Malus-tör-
vény azt jósolná, hogy a fotonok cos230° = 3/4 része
halad át, azaz 3/4 db foton (2. ábra ), ami ellent-
mond a fotonok oszthatatlanságának. A helyes válasz
ekkor az, hogy a jelenség leírása valószínûségi jósla-
tokkal lehetséges, jelen esetben a foton p (θ ) = cos2θ
= cos230° = 75% valószínûséggel halad át a polarizá-
torlemezen.

Értelmezzük a fenti jelenséget most a kvantumme-
chanika matematikai eszköztárával, amelyhez hasonló
feladat egyetemi feladatgyûjteményben is elõkerül [9].
Legyen a két fizikai mennyiségünk két adott irányra
vett polarizáció, amelyet a két polarizátorlemez rög-
zít: egy 30°-os irányú (A ) és egy vízszintes irányú
(B ). Az ezekhez rendelhetõ operátorok saját kezûleg
egyszerûen elkészíthetõk. A 30°-os irányhoz az

a vízszintes irányhoz pedig a

Â =
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1/2 3 /2

3 /2 −1/2
,

mátrix rendelhetõ hozzá. Csupán arra kell figyelnünk,

B̂ =
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

1 0

0 −1

hogy az operátort úgy írjuk fel, hogy a lehetségesÂ
sajátértékük ±1 legyen. A +1 mért érték jelenti a foto-
nok biztos áthaladását a polarizátorlemezen, a −1
pedig a biztos elnyelõdését. Továbbá az operátor sa-
játvektorai éppen azt a két állapotot jelölik, amelyek a
polarizátorlemezen történõ biztos áthaladásnak és
biztos elnyelõdésnek felelnek meg, azaz a

polarizációs állapotvektorok legyenek (az elsõ a 30°-

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

3 /2

1/2
és a

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

−1/2

3 /2

os, míg a második a 120°-os polarizációs iránynak
megfelelõ állapotvektor). Példánkban áthaladás ese-
tén a foton a

állapotváltozást szenvedi el. Ugyanígy megalkotható a

ψ 〉 →
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

3 /2

1/2

operátor: ±1 sajátértékek mellett a két sajátvektorB̂

A kapott mátrixokat egyszerûen általánosíthatjuk a

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

1

0
és

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

0

1
.

vízszintessel tetszõleges φ szöget bezáró polarizációjú
polarizátorlemezre is:
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3. ábra. A foton polarizációs állapotát egy α irányú egységvektorral
reprezentálhatjuk.

α

�ψ�

–1 0 1

1

X̂ =
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

cos2φ sin2φ
sin2φ −cos2φ

.

A fotonok polarizátorlemezeken történõ áthaladá-
sának valószínûségi jellege miatt az azonos állapotú
fotonsokaság áthaladásának jellemzésére további sta-
tisztikai fogalmakat is használhatunk, például a szó-
rást. Az áthaladást a polarizátorlemezen a +1, az el-
nyelést pedig a −1 mért sajátérték jellemzi, ezért, ha a
fotonnyaláb minden részecskéje 100%-os valószínû-
séggel halad át a polarizátorlemezen (mert polarizá-
ciós iránya megfelel a polarizátorlemez irányának),
akkor mindig a +1 mért értéket kapjuk, azaz a szórás
nulla. Ugyanez az eset áll fenn 0%-os áthaladásnál is:
a mért érték mindig −1, ezért a szórás ismét nulla. Ha
azonban az egyes fotonok 0 < p < 1 eséllyel haladnak
át, akkor mindkét lehetséges értéket mérhetjük, ezért
a statisztikai sokaságra szórás számolható. Ezen adat-
halmaz szórása akkor a legnagyobb, ha a mért érté-
kek átlagától az egyes kimenetelek átlagosan a leg-
jobban eltérnek, azaz amikor 50%-os eséllyel halad át
a foton. Összefoglalva: minél bizonytalanabb a jósla-
tom az egyes fotonok áthaladására (vagy át nem hala-
dására), annál nagyobb a szórás is.

Most nézzük meg a fenti példára a határozatlansági
elvet:

és így

Â B̂ = 1
2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1 − 3

3 1
,

B̂ Â = 1
2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1 3

− 3 1

Jól látható, hogy a kommutátoruk nem tûnik el, vagy-

[ Â, B̂ ] =
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

0 − 3

3 0
.

is az operátorok nem cserélhetõk fel. Ez természetes,
hiszen nincs közös sajátfüggvényrendszerük, mert a
két operátorhoz tartozó sajátvektorok eltérõk. A pola-
rizáción alapuló középiskolai tananyagban a fel nem
cserélhetõségrõl egyszerû kísérlettel is meggyõzõdhe-
tünk, mert a polarizátorlemezek sorrendje sem felcse-
rélhetõ.3

3Ez azért is bevilágító, mert a fénypolarizáció jelenségén ke-
resztül megsejthetjük, hogy a fotonok leírására olyan algebrát kell
választanunk, amelyben van nem-kommutatív mûvelet, amire az
egyetem elsõ évében már látunk példát, mégpedig a mátrixok
szorzását.

Legyen egy foton tetszõleges polarizációs állapota

ahogy azt a 3. ábra szemlélteti. Ebben az állapotban a

ψ 〉 =
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

x

y
=

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

cosα
sinα

,

kommutátor várható értéke

Így az és operátoroknak megfelelõ mennyiségek

〈 [ Â, B̂ ] 〉 = 〈ψ |[ Â, B̂ ]|ψ 〉 = [x y ]
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

0 − 3

3 0

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

x

y
=

= 3 y − 3 x
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

x

y
= 3 x y − 3 x y = 0.

Â B̂
ΔA, ΔB szórására fennálló határozatlansági egyenlõt-
lenség:

ΔA ΔB ≥ 0

bármely állapotban. Sõt ugyanez igaz bármilyen más
polarizátorlemez-pozícióhoz rendelhetõ operátorra is.

Felmerül a kérdés, hogyan lehet értelmezni a ka-
pott eredményt, mert ez nem a „megszokott” határo-
zatlansági egyenlõtlenség, hiszen a jobb oldalon nulla
áll. Azaz példánkban nem igaz az, hogy az egyik
mennyiség pontosítása egy adott mértéken túl kizáró-
lag a másik mennyiség rovására történhet.

Hozzászoktunk, hogy a határozatlansági egyenlõt-
lenség jobb oldalán nullától határozottan különbözõ
mennyiség áll. Ekkor megdöbbentõ, mégis a hullám-
csomag értelmezésébõl könnyen következõ szemléle-
tes képet kapunk a határozatlansági elv értelmezésé-
re. Abból kiindulva, hogy neves tankönyvek sem
hangsúlyozzák élesen, hogy a határozatlansági egyen-
lõtlenség mindig adott kvantumállapotban értendõ,
továbbá az ismeretterjesztõ könyvek csak a harmadik
esetet tárgyalják [1], a második és harmadik eset kü-
lönbségének elemzése izgalmas kaland.

A fent levezetett, polarizációra vonatkozó határo-
zatlansági egyenlõtlenség „furcsasága” abból adódik,
hogy az egyik polarizátorlemez szerinti mérés szórása
pontosan nullává tehetõ (ha az egyes fotonok éppen
megfelelõ polarizációs állapotúak). Ráadásul egyik
szórás sem képes végtelenné válni, mert a rendszer
kétállapotú, így mindkét szórás csak véges értéket
vehet fel. Ezért a határozatlansági egyenlõtlenség
jobb oldalán olyan függvénynek kell lennie, amely
bizonyos állapotokban eltûnik, éppen ott, ahol az
egyik szórás nulla. Úgy tûnik, a véges állapotú rend-
szerekben a kvantumhatározatlanság úgy fogalmazha-
tó meg, hogy ha az egyik mennyiség szórása nulla,
akkor a másiké biztosan nem az.
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A ΔA ΔB ≥ 0 egyenlõtlenség, ahol a jobb oldalon
az állapottól függetlenül azonosan nulla áll, nem feje-
zi ki teljesen a határozatlanságot, hiszen a képlet
megengedi, hogy a két szórás egyszerre tûnjön el. A
hagyományos határozatlansági elvvel szemben ez az
egyenlõtlenség közvetlenül nem mutat rá a lényegre:
két nem felcserélhetõ fizikai mennyiség szórása egy-
szerre sosem lehet nulla. Ráadásul látni fogjuk, a két
fizikai mennyiség szórása egymástól függetlenül vál-
tozik, így az is megtörténhet, hogy az állapotot úgy
változtatjuk, hogy mindkét szórás egyszerre csökken!
Erre a késõbbiekben egyszerû, középiskolások által is
érthetõ példát hozok.

A fizikai tulajdonság értelmezése

A klasszikus fizikában a fizikai tulajdonság alapvetõ
jelentéssel bír, azonban a mikrovilágban a szuperpo-
zíció jelensége miatt elõfordulhat, hogy egy objek-
tumra nem tudunk egyértelmû állításokat megfogal-
mazni. Például egy elektron helyzetére nem mond-
hatjuk azt, hogy az adott x hely piciny környékén
van, mert azonos körülmények között megismételt
mérések során máshol is megtalálhatom az ugyan-
olyan állapotú elektronokat, azonban sok esetben azt
sem mondhatom biztosra, hogy nincs az x hely pi-
ciny környékén, mert néha viszont megtalálom az
elektronokat ott. Egyet mondhatunk: az elektronfel-
hõ az összes lehetséges helyének szuperpozíciójában
van. A kvantummechanikai furcsaságok egyik meg-
lepõ tapasztalata éppen az, hogy nagyszámú azonos
mérés ismétlése esetén képesek vagyunk olyan fizikai
tulajdonságok mérésére, amelyekkel az egyes részecs-
kék nem is rendelkeznek. A továbbiakban ezért sze-
retnék pár fogalmat tisztázni Leonard Eisenbud [10]
könyvét követve, mielõtt a határozatlanság második
esetét értelmezzük.

Egy fizikai rendszer mérhetõ tulajdonságának
ismerete annyit jelent, mint ismerni a rendszerre vo-
natkozó jól definiált ismételt mérés kimenetelét,
amely a kérdéses tulajdonságra kérdez rá.

A fénypolarizáció példáján ez azt jelenti, hogy egy
foton akkor polarizált 45°-os irányban, ha az „áthalad-e
az összes ugyanilyen módon preparált foton a 45°-os
irányú polarizátorlemezen?” kérdésre mindig „igen” a
válasz. Természetesen ekkor azt is mondhatjuk, hogy
„a foton nem rendelkezik a 135°-os polarizációs irány-
nyal”, mert az „áthalad-e az összes ugyanígy preparált
foton a 135°-os polarizátorlemezen?” kérdésre mindig
a „nem” választ kapjuk. Azonban azt már nem mondha-
tom, hogy egy 45°-osan polarizált foton nem rendelke-
zik a vízszintes polarizációs tulajdonsággal, mert ha ez
a foton ráesik egy vízszintes irányú polarizátorlemezre,
akkor a foton lehet, hogy áthalad. De azt sem mondha-
tom, hogy ez a foton rendelkezik ezzel a tulajdonság-
gal, mert a foton néha elnyelõdik.

Másik példa: a merev falú dobozba zárt elektronra
igaz az a tulajdonság, hogy az elektron rendelkezik az
adott térrészben tartózkodás tulajdonságával, mert a

„megtalálom-e a részecskét a dobozban?” kérdésre
mindig „igen”-nel felelek. Természetesen ekkor a „do-
bozon kívül levés” tulajdonságával már nem rendel-
kezik. Azonban a mérés „az adott x hely piciny kör-
nyezetében van” tulajdonságra felelhet statisztikusan
„igen”-nel és „nem”-mel is,4 ezért ezek a tulajdonsá-

4Itt feltételezzük azt, hogy az adott x piciny környezete nem azt
a helyet jelöli, ahol az elektront leíró Ψ hullámfüggvény zérus.

gok az azonos állapotú részecskesokaságra nem ru-
házhatók rá.

Az A és B fizikai tulajdonságok egymást kizárók,
ha a „rendelkezik-e az azonos módon preparált ré-
szecskesokaság az A tulajdonsággal” kérdésre a mérés
eredménye mindig „igen”, míg a „rendelkezik-e az
azonos módon preparált részecskesokaság a B tulaj-
donsággal” kérdésre pedig a mérés mindig a „nem”
választ adja. A fénypolarizáció jelenségében ilyen
például a vízszintes és a függõleges irányú polarizá-
ciós tulajdonság, mert ha egy fény függõlegesen pola-
rizált, akkor vízszintesen nem az. Hasonló továbbá
egy az elektron két lehetséges elkülönülõ helytarto-
mánya is. Ha megmérem, hogy az elektron két rés
közül az egyiken megy át, akkor a másikon biztosan
nem ment át. Azaz, ha az egyikre igen a válasz akkor
a másikra nem. Jól tudjuk, hogy a hullámfüggvény
éppen ilyen egymást kizáró helyeknek megfelelõ álla-
potok végtelen szuperpozíciójaként áll elõ, azaz ezek
a lehetséges helyek ortogonális állapotokat jelente-
nek. Sõt bármilyen mérhetõ fizikai mennyiséghez
tartozó bázisvektorok egymást kizáró tulajdonságnak
feleltethetõk meg, mert azok egymásra ortogonálisok.

Az A és B fizikai tulajdonságok összeegyeztethe-
tõk, ha ez a két tulajdonság egyszerre érvényes a ré-
szecskékre, tehát egyszerre mérhetõk. Ilyen például a
fotonnak két egymással ellentétes polarizációs iránya.
Ez pedig a két fizikai tulajdonsághoz tartozó mérés-
hez rendelt operátorok közös sajátvektorainak (közös
bázisnak) következménye.

Az A és B fizikai tulajdonságok nem összeegyez-
tethetõk, ha a két tulajdonság nem jellemezheti egy-
szerre a részecskéket, egyszerre nem mérhetõk. Pél-
dául nem mondhatom azt, hogy egy függõleges irá-
nyú polarizációs tulajdonsággal rendelkezõ foton
rendelkezik a 45°-os irányú polarizációs tulajdon-
sággal. Sõt, ha esetleg valahogyan meg is oldom azt,
hogy immár a foton rendelkezzen ezzel a tulajdon-
sággal, akkor már nem mondhatom azt, hogy függõ-
legesen polarizált. Azaz a két tulajdonság nem fér
össze, mert ezek olyanok, hogy az õket definiáló
mérésekhez rendelt operátoroknak nincs közös bá-
zisa. Ha az egyik tulajdonságra „igen” a válasz,
akkor a másikra „talán”.

A határozatlansági elv ebben az értelmezésben azt
fejezi ki, hogy vannak olyan fizikai tulajdonságpá-
rok, amelyek nem összeegyeztethetõk, matematikai
megfogalmazásban nincs közös bázisuk. Így az egyik
fizikai tulajdonságra vonatkozó fizikai mennyiség
mindig szór, ezért is hívhatjuk ezt határozatlanságnak
vagy bizonytalanságnak.
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Úgy gondolom, hogy a határozatlanság megközelí-

4. ábra. A fotonok állapotára vonatkozó két szórás egymástól független változik, ezért az
állapotot változtatva mindkét fizikai mennyiség szórása akár egyszerre csökkenhet is.
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tése a fizikai tulajdonság fogalmán keresztül általáno-
sabban értelmezi a határozatlansági törvényt, amit a
középiskolás diákok is megérthetnek a fénypolarizáció
jelenségén keresztül.

A polarizáció szórásának meghatározása
középiskolai módszerekkel

Diákjaink elsõ feladata megérteni azt, hogy a polari-
zációs mérések két kimenetelre vezethetnek: vagy
áthalad a foton (+1), vagy elnyelõdik (−1). Hogy me-
lyiket mérjük, függ a foton α polarizációs szögétõl. Ha
ez közel van a polarizátorlemez irányához, akkor
nagy valószínûséggel +1 értéket kapunk. A helyzet
hasonló a matematikaórákon is megjelenõ fej-vagy-
írás dobáshoz, de „cinkelt” érmével, amely esetleg
nagyobb valószínûséggel fordul az egyik oldalra, mint
a másikra, ezért az átlag nem feltétlenül nulla. A Ma-
lus-törvény alapján tudjuk, hogy egy foton áthaladá-
sának valószínûsége p = cos2α, elnyelõdésének való-
színûsége pedig (1−p ) = sin2α. Ez alapján középisko-
lás eszközökkel számolhatunk várható értéket és szó-
rást. A várható érték jelentése, hogy átlagosan körül-
belül mit mérnénk a két lehetséges (+1 és −1) kime-
netelekbõl.

Ha a foton a vízszinteshez képest α szögben polari-
zált, akkor a mért értékek várható értéke a vízszintes,
B polarizátorlemez esetén:

Valóban, az α = 0 esetben mindig teljesen biztosan

〈B 〉 = p (+1) + (1 − p ) (−1) = 2 p − 1 =

= cos2α − sin2α = cos(2α ).

+1-et, míg α = π/2 esetén pedig mindig teljesen bizto-
san −1-et mérünk.

A szórásnégyzet (variancia) esetén a várható érték-
tõl mért eltérés négyzetét kell átlagolnunk, azaz

(Δ B )2 = p (1 − 〈B 〉)2 + (1 − p ) (−1 − 〈B 〉)2.

A 〈B 〉 = 2p−1 eredményt felhasználva a szórásnégy-
zet így

(Δ B )2 = 4 p (p − 1) = 4 cos2α sin2α = sin2(2α ).

A szórás maga tehát

ΔB = |sin(2α )|.

Hasonlóképpen elvégezhetjük ezt a számítást az A
polarizátorlemezre is, ahol az áthaladás valószínûsé-
géhez szükséges szöget a foton polarizációs irányát
jellemzõ α szög és a polarizátorlemez helyzetét jel-
lemzõ 30°-os szög eltérése adja: θ = α−30°. Így

ΔA = |sin(2α−60°)|,

általában pedig ha X polarizációs iránya a vízszintes-
sel φ szöget zár be, akkor ΔX = |sin(2α −2φ )|. Tehát
a polarizátorlemezek helyzetének változtatása a függ-
vénygörbe vízszintes eltolásaként jelenik meg. A ka-
pott két szórás függ a fotonok polarizációs állapotá-
tól. A kapott szórásfüggvényeket a 4. ábra szemlél-
teti.

A 4. ábra legfontosabb tanulsága, hogy amikor az
egyik szórás eltûnik, a másik nullától eltérõ véges
értéket ( ) vesz fel. Ezeket az állapotokat karikák3 /2
jelölik az ábrán. Látjuk azt is, hogy a szórások a foto-
nok állapotának függvényében egymástól függetlenül
változnak. Az ábra azt is szemlélteti, hogy a kétállapo-
tú rendszerek szórása mindig véges, ezért nem is le-
hetséges, hogy a végtelenbe „elszálljanak”. Ez viszont
a megszokott értelmezésbe, miszerint „az egyik fizikai
mennyiség szórásának 0-hoz közelítése a másik fizi-
kai mennyiség szórásának teljes elmosódottságával
járna” nem illik bele. Az így kapott határozatlansági
egyenlõtlenség pusztán abból következik, hogy az
egyik fizikai mennyiséghez rendelt operátornak biz-
tosan van véges szórása.

Összegzés

Írásomban rámutattam, hogy a középiskolában taní-
tott, valamely részecske helyének és lendületének
egyszerre elvégzett mérésére vonatkozó határozat-
lansági egyenlõtlenség az általános határozatlansági
elv különleges esete. A határozatlansági egyenlõt-
lenség mindig a két fizikai mennyiségnek a kvan-
tumrendszer valamilyen állapotában mért átlagér-
tékeire vonatkozik, ezért az egyenlõtlenség jobb

oldalán nem mindig áll nullától
különbözõ érték.

A határozatlansági elv lényege az,
hogy léteznek olyan fizikai mennyi-
ségek, amelyek nem mérhetõk egy-
szerre tetszõleges pontossággal, ami
megengedi, hogy bizonyos állapo-
tokban a mért mennyiségek elvi
szórásának szorzata nulla legyen.
Például kétállapotú rendszeren mért
mennyiségek mérésének szórása
sosem lehet végtelen, ezért, ha van
olyan állapot, amelyen az egyik
mennyiség elvi szórása nulla, akkor
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a határozatlansági egyenlõtlenség jobb oldalán olyan

Ezúton köszönöm témavezetõm, Horváth Ákos (ELTE TTK Atomfi-
zikai Tanszék) e cikk elkészüléséhez nyújtott segítségét.

Csontosné Herendi Borbála 2016-ban vég-
zett a Debreceni Egyetemen francia–fizika
szakos tanárként. Jelenleg a debreceni
Tóth Árpád Gimnáziumban tanít fizikát, va-
lamint 2018 óta az ELTE Fizika Tanítása
doktori program hallgatója. Kutatási terüle-
te az élményalapú fizikaoktatás, amely se-
gítséget nyújthat a fizika iránt kevésbé fo-
gékony diákok motiválásában, hogy tudá-
sukat gyarapítsák.

függvénynek kell állnia, amely bizonyos állapotokban
eltûnik (pontosan ott, ahol az egyik mennyiség méré-
sének szórása nulla).

Bemutattam, hogy a kvantummechanika modelle-
zésére alkalmas fotonpolarizációt használó tananyag-
ban a határozatlansági elv lényege értelmezhetõ,
mert a polarizátorlemezek alkalmazásának sorrendje
nem felcserélhetõ. Így modellezhetõ velük az a hely-
zet, hogy az egyik polarizátorlemezen az áthaladás-
nak mindig van nemnulla szórása, és az egyiké (és
csakis az egyiké) lecsökkenthetõ pontosan nullára (ha
a két polarizátorlemez polarizációs iránya nem egyirá-
nyú, illetve nem merõleges). Ugyanakkor a polarizá-
ción alapuló tananyagból levezethetõ ΔA ΔB ≥ 0
egyenlõtlenség a hely és lendület egyidejû mérésére
vonatkozó bizonytalanságot nem képes kifejezni. A
polarizáción alapuló tanításban ezért a szórások szi-
multán eltûnésének lehetetlenségét érdemes hang-
súlyozni, és csupán megemlíteni érdemes, hogy van-
nak olyan mennyiségpárok, ahol a határozatlansági
egyenlõtlenség jobb oldalán nullától különbözõ
mennyiség áll.
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TANÍTÁSI KÍSÉRLET MODERN »CLICKER«-EK
SEGÍTSÉGÉVEL Csontosné Herendi Borbála

Tóth Árpád Gimnázium, Debrecen

Gyakorló fizikatanárként gyakran tapasztalom a ta-
nulók nagy részének motiválatlanságát, érdektelen-
ségét. Amikor ötleteket kerestem, hogy miként lehet-
ne érdekessé, figyelemfelkeltõvé tenni a fizikaórát,
és közben hasznos tudást átadni, azzal szembesül-
tem, hogy a javasolt módszerek nagy része vagy a
tehetséggondozásra vonatkozik, vagy pedig csak
pillanatnyi élményhez juttatja a diákokat, míg a mé-
lyebb megértés elmarad (a látványos kísérletek pél-
dául érdeklik õket, de nem éreznek igényt a megér-
tésükre). Ezért arra gondoltam, hogy olyan tanítási

módszert keresek, amely a kevésbé vagy egyáltalán
nem érdeklõdõ tanulók figyelmét is fenntartja, emel-
lett hasznos tudást közvetít és elõsegíti az ismeretek
elsajátítását.

Évekkel ezelõtt Franciaországban voltam szakmai
gyakorlaton, ahol lehetõségem nyílt egy középiskolai
osztály fizikaóráiba bepillantani. Ott találkoztam elõ-
ször a „clicker”-ekkel. A „clicker” – vagy szavazógép –
olyan digitális eszköz, amelynek segítségével a diák a
kivetítõn megjelenõ tesztkérdésre válaszol. A diákok
egyéni válaszai, illetve a válaszokról készült összesíté-
sek a kijelzõn olvashatók, így az osztályban közösen
meg tudják beszélni, hogy kinek mi volt a hibája, mi
lett volna a helyes megfejtés. Azt láttam, hogy a fran-
cia diákok, az idõsebbek is, nagyon szívesen tanultak
ezzel a módszerrel, és mivel pontokat szerezhettek, a
versenyzés élménye is megjelent az órákon. Késõbb –
már itthon – találkoztam a Kahoot! nevû szoftverrel,
amely lényegében a „clicker”-ek programjához hason-
ló felületet biztosít, a tanulók pedig okostelefonjuk
vagy számítógép segítségével tudnak „szavazni”. Saját
tanítványaimmal egyszer-kétszer kipróbáltam az ösz-
szefoglaló órákon és azt tapasztaltam, hogy ezt a
munkaformát nagyon élvezik, még az olyan diákok is,
akik egyébként szinte sosem követik a fizikaórákat,
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