A KVANTUMHATAROZATLANSAG
A KVANTUMMECHANIKA FENYPOLARIZACIOS

MODELLJEBEN

Irisomban ramutatok arra, hogy a kvantummechanika
alapjainak fénypolariziciora épulé kozépiskolai be-
mutatasa sordn a hatarozatlansigi elv megszokott
matematikai alakja nem mertlhet fel. Megmutatom
azonban, hogy a polarizacion alapul6é tananyagban
egyszerre pontosan nem mérheté mennyiségek szora-
sai kozépiskolai modszerekkel is meghatiarozhatok,
igy a kvantumhatarozatlansag elvi alapja ebben a mo-
dell-kvantummechanikaban tanithato.

Bevezetés

A kvantummechanika fels6fokt matematikai formaliz-
musra épul, ezért a kozépiskolai feldolgozasa, ezen
beltl a hatirozatlansigi elv pontos megfogalmazasa
kényes feladat, amelynek megoldasara tobb megko-
zelités ismert. 76th Eszter tankonyve példaul a hul-
lamformalizmust tekinti, a hatarozatlansagi elvet az
elektron hullimcsomag mivoltan keresztil szemlélte-
ti. Méas feldolgozasok (ilyenek a mai magyar kozépis-
kolas konyvek) pedig kvalitativ magyarazatokat ad-
nak a torvény bemutatasira [1]. Azonban léteznek a
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kozépiskolas kvantummechanikdnak olyan megkoze-
litései is, amelyek a kvantummechanika sokszind
megkozelitésébsl a vektorformalizmust valasztjak,
amelyet a legegyszeribb, kétillapota rendszereken
keresztiil épitenek fel. Utobbira a legnépszertibb a
fénypolarizacio jelenségének értelmezése fotonokkal
[2-4]. Az erre alapul6 kozépiskolai tananyag honlapo-
mon tanitdsra alkalmas formdban mar magyarul is
hozzaférhets [5]. Diracig nyulik vissza a polarizacio
jelenségének felhasznalasa a kvantummechanika be-
vezetésére [0], ami magyar egyetemi tankoényvben is
fellelhets [7].

A fénypolarizacidt hasznildé megkozelitések a
kvantumszamitogépek megjelenése miatt egyre nép-
szertibbek. Eppen a kozelmultban jelent meg egy
szamitogépes jaték [8], ahol fényjelenségekkel oldha-
tunk meg kvantumos logikai problémakat. A fénypo-
larizacion alapul6 tananyag a Stern—Gerlach-kisérletet
forditjia le a fotonokra éppen azért, mert fénnyel
szemléletes kisérleteket lehet végezni. Azonban fon-
tos megjegyezni, hogy a kvantummechanika felépité-
se a fénypolarizacion keresztiil nem adja vissza sem a
foton korrekt fizikai leirasat, sem a kvantummechani-
ka teljes matematikai formalizmusat. Nem ad teret
példaul a kvantumos Osszefonodis értelmezésének,
és amint itt megmutatom a kvantumhatarozatlansag
altalanosan érvényes megfogalmazasanak. Ezért a
tananyagot inkabb  modell kvantummechanikianak”
érdemes nevezni, amely segitségével a kozépiskola-
ban is érthetévé valnak az alaptdorvények és bizonyos
szamitasi modszerek.

Altalaban, amikor a kvantummechanika feldolgo-
zasat targyaljuk, el&szor érdemes megfogalmazni,
hogy mi a kvantummechanika célkittizése. A mikro-
vilagra vonatkoz6 értelmes kérdésfelvetés az, hogy
ha egy vizsgilt kvantumrendszer valamely fizikai
mennyiségét megmérjik, akkor a kilonb6zs lehet-
séges mérési eredményeket mekkora val6szintség-
gel fogjuk megkapni. Ehhez harom jol elktlonithetd
lépést kell kovetniink. Els6ként meg kell hataroz-
nunk a kezdeti allapotot, ami tobbnyire az allapot-
fliiggvény megadasat jelenti. Masodszor megadjuk e
kezdeti allapot valtozdsat az id6vel. Végul mérést
végzink az igy el6dllo allapoton, és meg tudjuk be-
cslilni a mérés lehetséges kimeneteleinek valdszind-
ségeit. A kozépsé lépés — a dinamikai feladat megol-
dasa — magas szintd matematikat (dltalaban parcialis
differencidlegyenlet megolddsat) igényli, ezért a
kozépiskolai targyalisban nem lehet célkitizés. Az
allapot meghatarozasa €s a rajta végzett mérés mate-
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matikai lefrdsa azonban a kétallapota rendszerek
esetén egyszerld matrixok szorzdsit jelenti, aminek
szabdlyait a kozépiskoldban is be lehet mutatni.
Ennek tiikrében a kvantummechanika fénypolariza-
cion keresztil torténd felépitése kiillonodsen alkalmas
fontos kvantummechanikai jelenségek, fogalmak és
elvek tisztdzdsara. Az utobbiak kozé tartozik a hata-
rozatlansagi elv.

A hatdrozatlansigi elv a mikrovilag lenylgozé tor-
vénye. Ezen alapvetGen matematikai képlet fizikai
értelmezése azonban valtozatos lehet a kozépiskola-
ban. Irdisomban ezért bemutatok néhdny gyakran el-
hangzo kijelentést, amelyek esetenként ellentmonda-
ni latszanak egymasnak. Bemutatok egy kevésbé koz-
ismert megkozelitést, amelynek kozépiskolai feldol-
gozasa lehetséges. Tapasztalatom szerint az itt bemu-
tatasra kerdl6 irany egyre népszeribb mérnoki korok-
ben. Cikkem elsGsorban tanar kollégaimnak és érdek-
16d6 fizikusoknak szo6l, ezért nyelvezetem az egyete-
men tanult fizika eszkoztdrat is hasznalja. Azonban a
levezetések nem feltételeznek magasabb szintd mate-
matikai ismereteket, €s igy azok, valamint a mogottik
megjelens értelmezések — megfelelen talalva — a
kozépiskolasok szamara is érthetSk lehetnek, ezzel
bévitve a jelenlegi hazai kvantummechanika tanitasa-
val kapcsolatos kutatasokat [1].

A hatarozatlansagi elv

Ha egy altalanos kvantummechanikaro6l sz616 egyete-
mi tankonyvet fellapozunk, akkor a Heisenberg-féle
hatarozatlansagi elvvel kétszer is szembetaldljuk ma-
gunkat. ElsS izben megismerhetjiik azt, hogy egy sza-
bad elektront olyan hullimcsomagként irhatunk le,
amelyet végtelen sok szinuszhullaim szuperpozici6ja-
ként lehet elGallitani. Ezért az elektronhoz végtelen
sok hullimhosszérték rendelhetd, és igy a de Broglie-
torvény értelmében végtelen sok lenduletértéket tar-
sithatunk hozza. Ha talsagosan lokalizalt a hullamcso-
mag, akkor szélesebb lendiiletsokasagot tartalmaz, és
forditva: ha nagy térrészt foglal” el az elektron, akkor
lenduletét elvileg pontosabban tudjuk meghatarozni
[1]. Azaz érvényes a kozépiskolabdl is jol ismert
Ax-Ap, = T7i/2 egyenlStlenség, ahol 7 a redukalt
Planck-allando és a A a fizikai mennyiségek elvi mére-
si bizonytalansagat jeloli. Ez a megkozelités burkol-
tan a Fourier-transzformaciot fogalmazza meg, és igy
kozépiskolas szinten legfeljebb elfogadhato, de fel
nem foghato.

Bar a hatarozatlansagi elv a mérés elvi bizonytalan-
sagarol tesz kijelentést, a gyakorlatban az adott alla-
pothoz tartozo fizikai mennyiség szorasinak jelenté-
se, hogy az azonos allapota részecskesokasagon el-
végzett mérések eredményei atlagosan mennyire
szornak a varhat6 érték korul [1].

Ha tovabbhaladunk kvantummechanikai tanulma-
nyainkkal, megismerhetjik a hatarozatlansagi elv
altalanos matematikai alakjat, amely barmely két fizi-
kai mennyiségre felirhat6. Ha a két fizikai mennyiség
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A és B, akkor a hatarozatlansagi elv az ezekhez ren-
delt operatorok AA és AB szordsira fogalmaz meg
egyenlGtlenséget:

AA-AB> % (LA, B 1,

ahol jobb oldalon az operitorok [A, Bl = AB-BA
kommutdatoranak varhato értéke szerepel. Fontos,
hogy az egyenlétlenség bal oldalan szerepld szora-
sok és a jobb oldalon szerepl6 varhato érték is adott
dllapotban értendsk, és altalaban nem minden alla-
potra feltétlentl ugyanazt az értéket kapjuk, azon-
ban az egyenlGtlenség minden dllapotra érvényes
[1]. Az egyenl6tlenségnek pontos matematikai bizo-
nyitasa van.

Ha az A és B operitor helyére a hely és a lendiilet
operatorat helyettesitjik, akkor felhasznilva az[ %, pl
= ifi kommutatort, visszakapjuk a hatarozatlansagi elv
fent emlitett alakjat: AxAp, = 7i/2. Az igy megjelend
hatarozatlansagi elv hagyomanyos alakja kilonleges,
mert a két fizikai mennyiséghez rendelhet§ operator
felcserélési Osszefliggése az egységoperatorral ara-
nyos, amelynek atlaga nem fiigg az dllapottol. Igy az
als6 korlat allapottol fuggetlentl mindig 7i/2. Ez an-
nak kovetkezménye, hogy kanonikusan konjugalt fi-
zikai mennyiségparrol van sz6.!

A hatarozatlansdgi elv értelmezése

Ha szemigyre vesszik az altalainos képletet, akkor az
alabbi lehet&ségeket olvashatjuk beldle ki:

1. Ha A és B felcserélhetd, akkor a jobb oldalon
nulla all. Ez nem tal izgalmas, a klasszikus fizikdban a
legtobb mennyiség ilyen (ha a mérést zavard egyéb
korilmények hatiasat nem vessziik figyelembe).

2. Ha A és B nem felcserélhets (azaz a két fizikai
mennyiségnek nincs kozos sajatfliggvényrendszere),
attol még a kommutitoruk varhatoé értéke bizonyos
allapotokban lehet nulla. Példaul akkor, ha az egyik
fizikai mennyiség szordsa pontosan nullava tehetd,
amire késSébb példat mutatunk a fotonpolarizacion
alapul6 tananyagban.?

3. Ha A és B nem felcserélhets és a kommutito-
ruk vérhato értéke semmilyen allapotban sem nulla.
Ilyen a hely és a lendilet sz6rasanak kapcsolata.

Nyilvanvalo, hogy a masodik eset altalinosabb,
mint a szokdsosan hangoztatott harmadik. A mar em-
litett [2-5] tananyag részletesen elemezi a kvantumha-

'Az altalinos hatdrozatlansigi egyenlétlenség levezetésénél a
jobb oldalon a két operator antikommutatoranak varhato értékével
aranyos tag is megjelenik [1]. A hely és lendiilet hatarozatlansagara
vonatkozo esetben ez a tag allapotfiggs. Természetesen ennek
elhanyagolasaval az egyenlGtlenség tovabbra is érvényes (csak
élesebben), viszont hasznosabba vilik a képlet, mert a jobb oldal az
elhanyagolas utin mar allapotfliggetlen lesz.

%Visszaemlékezések szerint Marx Gydrgy professzor vizsgiin
rakérdezett erre az atom s-dllapotara vonatkozoan. Ugyanis ebben
az allapotban az impulzusmomentum mindhiarom komponensét
pontosan ismerjik, mégpedig nulla értéket vesznek fel, ezért a
kommutatorok varhato értéke is nulla.

FIZIKAI SZEMLE 2021/10



1. abra. A kisérletek igazoljak, hogy a polarizitorlemezeken athala-
do fény intenzitisa fiigg a lemezek egymassal bezart szogétdl.

tarozatlansag masodik esetét, azonban olyan forma-
ban, amely a hazai szakmai kozosségnek elsé korben
furcsa lehet. Ahhoz, hogy megértsitk miért van igy,
el6bb roviden vazolom a tananyag felépitését.

A hatdrozatlansagi elv a fotonok polarizicios
allapotara vonatkozoan

ElsG [épés a fénypolarizicio jelenségének felfedezése,
amely soran felismerhetjiik, hogy a polarizatorleme-
zeken athalado fény intenzitasa aranyos a polarizator-
lemezek altal bezart szoggel (1. dbra).

Ezutdn a polarizatorlemezeken athaladoé fény inten-
zitasat méréssel mennyiségileg is megfogalmazhatjuk,
igy kapjuk meg a Malus-torvényt:

I.= I,cos*6,

ahol [, a két polarizatorlemezen athaladoé fény intenzi-
tasinak maximuma, ami akkor all el&, ha a két polari-
zatorlemez egyiranyq, 7, pedig a két lemezen athala-
do fény intenzitasa, ha a két lemez 0 szoget zar be.

Ha feltételezziik, hogy a fénynyaldbot oszthatatlan
fotonok alkotjik, és a fényintenzitas arinyos a foto-
nok szdmaval, akkor a Malus-torvényt megfogalmaz-
hatjuk fotonszamra is:

Ny= N,cos?6,

ahol N, az athalad6 fotonok maximalis szama (amely
szintén megegyezd allast polarizitorlemezek esetén
igaz), mig N, az 4thalad6 fotonok szama, ha a két
lemez 0szbget zar be. Egyszerlibben tgy is fogalmaz-
hatunk, hogy egy polarizatorlemez a beesd polarizalt
fotonok szamat cos®@ részére csokkenti.

Itt jutunk el arra a pontra, amikor feltehetjik azt a
kérdést, hogy mi t6rténne, ha egy vizszintes irdny-
ban tartott polarizatorlemezre kizarolag egyetlen
30°%-osan polarizalt foton esne? Ekkor a Malus-tor-
vény azt josolnd, hogy a fotonok cos?30° = 3/4 része
halad at, azaz 3/4 db foton (2. dbra), ami ellent-
mond a fotonok oszthatatlansiganak. A helyes valasz
ekkor az, hogy a jelenség leirasa valosziniiségijosla-
tokkal lehetséges, jelen esetben a foton p(6) = cos*8
= c0s?30° = 75% valoszintséggel halad 4t a polariza-
torlemezen.

A FIZIKA TANITASA

Ertelmezziik a fenti jelenséget most a kvantumme-
chanika matematikai eszkoztaraval, amelyhez hasonlo
feladat egyetemi feladatgydjteményben is elGkertil [9].
Legyen a két fizikai mennyiségiink két adott irinyra
vett polarizdcio, amelyet a két polarizitorlemez rog-
zit: egy 30°-0s iranya (A) és egy vizszintes irdnya
(B). Az ezekhez rendelhetS operatorok sajat kezileg
egyszerden elkészithetSk. A 30°-os iranyhoz az

g 172 3/2
J3/2 <1/2|

a vizszintes iranyhoz pedig a

%

matrix rendelhets hozza. Csupan arra kell figyelniink,
hogy az A operitort tgy irjuk fel, hogy a lehetséges
sajatértékiik +1 legyen. A +1 mért érték jelenti a foto-
nok biztos athaladasat a polarizatorlemezen, a -1
pedig a biztos elnyel6dését. Tovabba az operitor sa-
jatvektorai éppen azt a két allapotot jelolik, amelyek a
polarizdtorlemezen torténd biztos athaladasnak és
biztos elnyelddésnek felelnek meg, azaz a

-1/2
\/5/2 és a
1/2 V3/2

polarizacios allapotvektorok legyenek (az elsé a 30°-
os, mig a masodik a 120°-os polarizacios iranynak
megfelelS dllapotvektor). Példankban dthaladds ese-
tén a foton a

|w) %6/2
1/2

allapotvaltozast szenvedi el. Ugyanigy megalkothato a
B operitor: 1 sajatértékek mellett a két sajatvektor

ol

A kapott matrixokat egyszerlen altalanosithatjuk a
vizszintessel tetszSleges ¢ szoget bezard polarizacioja
polarizatorlemezre is:

2. dbra. Ha egy vizszintes iranya polarizatorlemezre egy 30°-osan po-
larizalt foton esik, akkor a foton cos?30° = 75%-os eséllyel halad at.

1 darab 30°-osan
polarizalt foton

>

NV

30°-0s irdny vizszintes irany
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¢ [c052¢ sin2¢].

sin2¢ —cos2¢

A fotonok polarizatorlemezeken torténd athalada-
sanak valoszintségi jellege miatt az azonos dllapota
fotonsokasag athaladasanak jellemzésére tovabbi sta-
tisztikai fogalmakat is hasznalhatunk, példaul a sz6-
rast. Az athaladast a polarizatorlemezen a +1, az el-
nyelést pedig a —1 mért sajatérték jellemzi, ezért, ha a
fotonnyalab minden részecskéje 100%-os valdszindG-
séggel halad at a polarizatorlemezen (mert polariza-
ci6s iranya megfelel a polarizatorlemez iranyanak),
akkor mindig a +1 mért értéket kapjuk, azaz a szords
nulla. Ugyanez az eset all fenn 0%-os athaladdsnal is:
a mért érték mindig —1, ezért a szOrds ismét nulla. Ha
azonban az egyes fotonok 0 < p < 1 eséllyel haladnak
at, akkor mindkét lehetséges értéket mérhetjlk, ezért
a statisztikai sokasagra szoras szimolhat6. Ezen adat-
halmaz szo6rasa akkor a legnagyobb, ha a mért érté-
kek atlagatol az egyes kimenetelek atlagosan a leg-
jobban eltérnek, azaz amikor 50%-os eséllyel halad at
a foton. Osszefoglalva: minél bizonytalanabb a josla-
tom az egyes fotonok athaladasira (vagy at nem hala-
dasara), annal nagyobb a szoras is.

Most nézziik meg a fenti példara a hatarozatlansagi
elvet:

41 5]
Foy I Rl
23 1]
AU RN
pa-i B
2l-3 1]
és igy
U
[A4, B] = \/g

/30

Jol lathat6, hogy a kommutatoruk nem tinik el, vagy-
is az operatorok nem cserélhetSk fel. Ez természetes,
hiszen nincs kozos sajatfiggvényrendszerik, mert a
két operatorhoz tartozo sajatvektorok eltérék. A pola-
rizacion alapulo kozépiskolai tananyagban a fel nem
cserélhetGségrdl egyszert kisérlettel is meggy6ézddhe-
tunk, mert a polarizatorlemezek sorrendje sem felcse-
rélhet6.?
Legyen egy foton tetszSleges polarizacios allapota

) - x| |cosa

v y sina |

ahogy azt a 3. dbra szemlélteti. Ebben az dllapotban a
kommutator varhato értéke

3Ez azért is bevilagité, mert a fénypolarizici6 jelenségén ke-
resztil megsejthetjiik, hogy a fotonok leirasara olyan algebrat kell
valasztanunk, amelyben van nem-kommutativ muvelet, amire az
egyetem els6é évében mar litunk példat, mégpedig a matrixok
szorzdsat.
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(LA, Bl) = (wllA Blly) =[x y

[+ 9]
V3 o0 |V
-3y —EX]B]=\/§xy—\/§xy=o,

Igy az A és B operitoroknak megfelel6 mennyiségek
AA, AB szorasara fennallo hatarozatlansagi egyenlGt-
lenség:

AA-AB=0

barmely allapotban. SG6t ugyanez igaz barmilyen mas
polarizatorlemez-pozici6hoz rendelheté operatorra is.

Felmeril a kérdés, hogyan lehet értelmezni a ka-
pott eredményt, mert ez nem a ,megszokott” hataro-
zatlansagi egyenlétlenség, hiszen a jobb oldalon nulla
all. Azaz példankban nem igaz az, hogy az egyik
mennyiség pontositisa egy adott mértéken tal kizaro-
lag a masik mennyiség rovasara torténhet.

Hozzaszoktunk, hogy a hatdrozatlansagi egyenlGt-
lenség jobb oldalan nullatol hatarozottan kilonbozé
mennyiség all. Ekkor megddbbents, mégis a hullam-
csomag értelmezésébdl konnyen kovetkezs szemléle-
tes képet kapunk a hatarozatlansagi elv értelmezésé-
re. Abbodl kiindulva, hogy neves tankdonyvek sem
hangsulyozzak élesen, hogy a hatarozatlansagi egyen-
I6tlenség mindig adott kvantumallapotban értendd,
tovabba az ismeretterjeszté konyvek csak a harmadik
esetet targyaljak [1], a misodik és harmadik eset kii-
lonbségének elemzése izgalmas kaland.

A fent levezetett, polariziciora vonatkoz6 hataro-
zatlansagi egyenlétlenség furcsasiga” abbol adodik,
hogy az egyik polarizatorlemez szerinti mérés szo6rasa
pontosan nullava tehetd (ha az egyes fotonok éppen
megfelel6 polarizacios allapotiak). Rdadasul egyik
szords sem képes végtelenné vilni, mert a rendszer
kétallapota, igy mindkét szoras csak wvéges értéket
vehet fel. Ezért a hatarozatlansigi egyenlStlenség
jobb oldalan olyan fliggvénynek kell lennie, amely
bizonyos allapotokban eltinik, éppen ott, ahol az
egyik szoris nulla. Ugy tinik, a véges dllapotd rend-
szerekben a kvantumhatarozatlansag tgy fogalmazha-
t6 meg, hogy ha az egyik mennyiség szérdasa nulla,
akkor a masiké biztosan nem az.

3. dbra. A foton polarizacios allapotit egy « irdnyu egységvektorral
reprezentalhatjuk.
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A AA-AB = 0 egyenl6tlenség, ahol a jobb oldalon
az allapottdl fuggetleniil azonosan nulla 4ll, nem feje-
zi ki teljesen a hatarozatlansiagot, hiszen a képlet
megengedi, hogy a két szords egyszerre tlinjon el. A
hagyominyos hatarozatlansagi elvvel szemben ez az
egyenlGtlenség kozvetlenlil nem mutat rd a 1ényegre:
két nem felcserélbeté fizikai mennyiség szordsa egy-
szerre sosem lebet nulla. Raadasul latni fogjuk, a két
fizikai mennyiség szordsa egymdstol fuggetlentl val-
tozik, igy az is megtorténhet, hogy az allapotot gy
valtoztatjuk, hogy mindkét szoras egyszerre csékken/
Erre a kés6bbiekben egyszert, kozépiskolasok altal is
érthetS példat hozok.

A fizikai tulajdonsag értelmezése

A klasszikus fizikdban a fizikai tulajdonsag alapvets
jelentéssel bir, azonban a mikrovildgban a szuperpo-
zicio jelensége miatt el6fordulhat, hogy egy objek-
tumra nem tudunk egyértelmu allitasokat megfogal-
mazni. Példdul egy elektron helyzetére nem mond-
hatjuk azt, hogy az adott x hely piciny kornyékén
van, mert azonos korilmények kozott megismételt
mérések soran mashol is megtalalhatom az ugyan-
olyan allapota elektronokat, azonban sok esetben azt
sem mondhatom biztosra, hogy nincs az x hely pi-
ciny kornyékén, mert néha viszont megtalalom az
elektronokat ott. Egyet mondhatunk: az elektronfel-
hé az Osszes lehetséges helyének szuperpozicidjaban
van. A kvantummechanikai furcsasagok egyik meg-
lepo tapasztalata éppen az, hogy nagyszamii azonos
mereés ismétlése esetén képesek vagyunk olyan fizikai
tulajdonsdgok mérésére, amelyekkel az egyes részecs-
kék nem is rendelkeznek. A tovabbiakban ezért sze-
retnék par fogalmat tisztazni Leonard Eisenbud [10]
konyvét kovetve, mielStt a hatdrozatlansag masodik
esetét értelmezzuk.

Egy fizikai rendszer mérhetd tulajdonsaganak
ismerete annyit jelent, mint ismerni a rendszerre vo-
natkoz6 joOl definidlt ismételt meérés kimenetelét,
amely a kérdéses tulajdonsagra kérdez ra.

A fénypolarizacié példdjan ez azt jelenti, hogy egy
foton akkor polarizalt 45°-0s irinyban, ha az ,ithalad-e
az Osszes ugyanilyen modon preparalt foton a 45°-os
irAiny polarizitorlemezen?” kérdésre mindig ,igen” a
valasz. Természetesen ekkor azt is mondhatjuk, hogy
,2a foton nem rendelkezik a 135°-0s polarizacios irany-
nyal”, mert az ,athalad-e az 6sszes ugyanigy preparalt
foton a 135°-0s polarizitorlemezen?” kérdésre mindig
a ,nem” valaszt kapjuk. Azonban azt mar nem mondha-
tom, hogy egy 45°-osan polarizalt foton nem rendelke-
zik a vizszintes polarizacios tulajdonsiaggal, mert ha ez
a foton raesik egy vizszintes irinya polarizatorlemezre,
akkor a foton lebet, hogy athalad. De azt sem mondha-
tom, hogy ez a foton rendelkezik ezzel a tulajdonsag-
gal, mert a foton néha elnyel&dik.

Misik példa: a merev fala dobozba zart elektronra
igaz az a tulajdonsag, hogy az elektron rendelkezik az
adott térrészben tartézkodds tulajdonsigaval, mert a
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,megtalalom-e a részecskét a dobozban?” kérdésre
mindig ,igen”-nel felelek. Természetesen ekkor a ,do-
bozon kivil levés” tulajdonsagaval mar nem rendel-
kezik. Azonban a mérés ,az adott x hely piciny kor-
nyezetében van” tulajdonsagra felelhet statisztikusan
Jigen”-nel és ,nem”-mel is,* ezért ezek a tulajdonsa-
gok az azonos allapotd részecskesokasagra nem ru-
hazhatok ra.

Az A és B fizikai tulajdonsigok egymast kizarok,
ha a ,rendelkezik-e az azonos moédon preparilt ré-
szecskesokasag az A tulajdonsiaggal” kérdésre a mérés
eredménye mindig ,igen”, mig a ,rendelkezik-e az
azonos modon preparalt részecskesokasag a B tulaj-
donsaggal” kérdésre pedig a mérés mindig a ,nem”
valaszt adja. A fénypolarizacid jelenségében ilyen
példaul a vizszintes és a fliggSleges iranyu polariza-
cios tulajdonsag, mert ha egy fény fliggblegesen pola-
rizalt, akkor vizszintesen nem az. Hasonl6 tovabba
egy az elektron két lehetséges elkiiloniilé helytarto-
manya is. Ha megmérem, hogy az elektron két rés
kozil az egyiken megy dt, akkor a masikon biztosan
nem ment at. Azaz, ha az egyikre igen a valasz akkor
a masikra nem. Jol tudjuk, hogy a hullamfiggvény
éppen ilyen egymast kizaro helyeknek megfelels alla-
potok végtelen szuperpozicidjaként all elS, azaz ezek
a lehetséges helyek ortogondlis dllapotokat jelente-
nek. S6t barmilyen mérhetS fizikai mennyiséghez
tartoz6 bazisvektorok egymast kizaro tulajdonsagnak
feleltethetSk meg, mert azok egymasra ortogonalisok.

Az A és B fizikai tulajdonsigok Osszeegyeztethe-
tok, ha ez a két tulajdonsag egyszerre érvényes a ré-
szecskékre, tehat egyszerre mérhetsk. Ilyen példaul a
fotonnak két egymassal ellentétes polarizacios irdnya.
Ez pedig a két fizikai tulajdonsaghoz tartoz6 mérés-
hez rendelt operatorok kézds sajdatvektorainak (kozos
bazisnak) kovetkezménye.

Az A és B fizikai tulajdonsagok nem Osszeegyez-
tethetdk, ha a két tulajdonsiag nem jellemezheti egy-
szerre a részecskéket, egyszerre nem mérhetSk. Pél-
daul nem mondhatom azt, hogy egy fiiggbleges ira-
nyu polarizdcios tulajdonsaggal rendelkezé foton
rendelkezik a 45°-0s irdnyu polarizacios tulajdon-
saggal. S6t, ha esetleg valahogyan meg is oldom azt,
hogy immar a foton rendelkezzen ezzel a tulajdon-
saggal, akkor mar nem mondhatom azt, hogy fliggs-
legesen polarizalt. Azaz a két tulajdonsdg nem fér
ossze, mert ezek olyanok, hogy az Sket definidlo
mérésekhez rendelt operatoroknak nincs k6zos ba-
zisa. Ha az egyik tulajdonsagra ,igen” a vialasz,
akkor a masikra ,talan”.

A bhatarozatlansdgi elv ebben az értelmezésben azt
fejezi ki, hogy vannak olyan fizikai tulajdonsagpa-
rok, amelyek nem dGsszeegyeztethetok, matematikai
megfogalmazasban nincs kozos bazisuk. Igy az egyik
fizikai tulajdonsagra vonatkozoé fizikai mennyiség
mindig szor, ezért is hivhatjuk ezt hatarozatlansagnak
vagy bizonytalansagnak.

it feltételezziik azt, hogy az adott x piciny kornyezete nem azt
a helyet jeloli, ahol az elektront leir6 ¥ hullamfiiggvény zérus.
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Ugy gondolom, hogy a hatarozatlansig megkozeli-
tése a fizikai tulajdonsag fogalmin keresztil altalino-
sabban értelmezi a hatirozatlansagi torvényt, amit a
kozépiskoldas didkok is megérthetnek a fénypolarizacio
jelenségén keresztil.

A polarizaci6 szorasinak meghatirozasa
kozépiskolai modszerekkel

Didkjaink elsé feladata megérteni azt, hogy a polari-
zacios mérések két kimenetelre vezethetnek: vagy
athalad a foton (+1), vagy elnyelédik (-1). Hogy me-
lyiket mérjik, figg a foton o polarizicios szogétsl. Ha
ez kozel van a polarizatorlemez iranyihoz, akkor
nagy valoszinlséggel +1 értéket kapunk. A helyzet
hasonld a matematikadrakon is megjelens fej-vagy-
iras dobashoz, de ,cinkelt” érmével, amely esetleg
nagyobb valoszintséggel fordul az egyik oldalra, mint
a masikra, ezért az atlag nem feltétlentl nulla. A Ma-
lus-torvény alapjan tudjuk, hogy egy foton athalada-
sanak val6szintisége p = cos’a, elnyelédésének valo-
szinlsége pedig (1-p) = sin*e. Ez alapjan kdzépisko-
las eszkozokkel szamolhatunk varhat6 értéket és sz6-
rast. A varhato érték jelentése, hogy atlagosan kortil-
beltl mit mérnénk a két lehetséges (+1 és —1) kime-
netelekbdl.

Ha a foton a vizszinteshez képest a szogben polari-
zalt, akkor a mért értékek varhato értéke a vizszintes,
B polarizatorlemez esetén:

(B)

preD+A=p) (=D = 2p-1 =

cos’a—sina = cosQa).

Valoban, az o = 0 esetben mindig teljesen biztosan
+1-et, mig o = /2 esetén pedig mindig teljesen bizto-
san —1-et mériink.

A szordsnégyzet (variancia) esetén a varhato érték-
t6l mért eltérés négyzetét kell atlagolnunk, azaz

(AB? = p-(1=(BY*+ (1 -p) - (-1 -(B)~.

A (B) = 2p—1 eredményt felhasznilva a szorasnégy-
zet igy

(AB? = 4p-(p-1) = 4cos’asin‘a = sin*Qa).

4. dbra. A fotonok allapotara vonatkozo két szoras egymastol fliggetlen valtozik, ezért az
allapotot valtoztatva mindkeét fizikai mennyiség szorasa akar egyszerre csékkenbet is.

1,0 1

)

AA

AB

A és B polarizacidos mérések
szOrasai

A sz6rds maga tehat
AB= |sinQo)|.

Hasonloképpen elvégezhetjik ezt a szamitast az A
polarizatorlemezre is, ahol az athaladas valoszintsé-
géhez sziikséges szoget a foton polarizacids iranyat
jellemzS o szog és a polarizatorlemez helyzetét jel-
lemz6 30°-0s szog eltérése adja: 8= a—30°. Igy

AA = 1sinRQa-60°)1,

altalaban pedig ha X polarizacios iranya a vizszintes-
sel ¢ szoget zar be, akkor AX = |sinQRQa—2¢)|. Tehat
a polarizatorlemezek helyzetének viltoztatisa a fligg-
vénygorbe vizszintes eltolasaként jelenik meg. A ka-
pott két szoras fuigg a fotonok polarizacids allapota-
tol. A kapott szorasfiggvényeket a 4. dbra szemlél-
teti.

A 4. abra legfontosabb tanulsiaga, hogy amikor az
egyik szords eltlinik, a masik nullatol eltéré véges
értéket (\/5 /2) vesz fel. Ezeket az allapotokat karikak
jelolik az abran. Latjuk azt is, hogy a szorasok a foto-
nok allapotanak fliggvényében egymastol figgetlentl
valtoznak. Az dbra azt is szemlélteti, hogy a kétallapo-
ta rendszerek szordsa mindig véges, ezért nem is le-
hetséges, hogy a végtelenbe ,elszalljanak”. Ez viszont
a megszokott értelmezésbe, miszerint ,az egyik fizikai
mennyiség szorasanak 0-hoz kozelitése a masik fizi-
kai mennyiség szordsinak teljes elmosodottsigaval
jarna” nem illik bele. Az igy kapott hatarozatlansagi
egyenlétlenség pusztan abbol kovetkezik, hogy az
egyik fizikai mennyiséghez rendelt operdtornak biz-
tosan van véges szorasa.

Osszegzés

Irisomban rimutattam, hogy a kézépiskoldban tani-
tott, valamely részecske helyének és lendiiletének
egyszerre elvégzett mérésére vonatkozod hatirozat-
lansagi egyenlétlenség az altalinos hatarozatlansagi
elv kilonleges esete. A hatdrozatlansagi egyenlét-
lenség mindig a két fizikai mennyiségnek a kvan-
tumrendszer valamilyen dllapotaban mért datlager-
tékeire vonatkozik, ezért az egyenlGtlenség jobb
oldalan nem mindig all nullatél
kilonbozs érték.

A hatarozatlansagi elv lényege az,
hogy léteznek olyan fizikai mennyi-
ségek, amelyek nem mérbetok egy-
szerre letszoleges pontossdggal, ami
megengedi, hogy bizonyos allapo-
tokban a mért mennyiségek elvi
szorasanak szorzata nulla legyen.
Példaul kétallapotd rendszeren mért
mennyiségek mérésének szordsa
sosem lehet végtelen, ezért, ha van

0,0 T
0 /6 m/4 n/2
a fotonok dllapotat jellemz& szog
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s olyan allapot, amelyen az egyik
mennyiség elvi szordsa nulla, akkor
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a hatarozatlansagi egyenlGtlenség jobb oldalan olyan
fuggvénynek kell allnia, amely bizonyos allapotokban
eltiinik (pontosan ott, ahol az egyik mennyiség méré-
sének szorasa nulla).

Bemutattam, hogy a kvantummechanika modelle-
zésére alkalmas fotonpolarizaciot hasznalo tananyag-
ban a hatdrozatlansigi elv lényege értelmezhetd,
mert a polarizatorlemezek alkalmazasanak sorrendje
nem felcserélhetd. Igy modellezhetd veliik az a hely-
zet, hogy az egyik polarizatorlemezen az athaladis-
nak mindig van nemnulla szordsa, és az egyiké (és
csakis az egyiké) lecsokkenthetS pontosan nullara (ha
a két polarizatorlemez polarizacids iranya nem egyira-
nydq, illetve nem merdleges). Ugyanakkor a polariza-
cion alapulé tananyagbodl levezethet6 AA-AB = 0
egyenlStlenség a hely és lendiilet egyideji mérésére
vonatkozo bizonytalansigot nem képes kifejezni. A
polarizacion alapuld tanitasban ezért a szorasok szi-
multdn eltinésének lehetetlenségét érdemes hang-
sulyozni, és csupan megemliteni érdemes, hogy van-
nak olyan mennyiségparok, ahol a hatarozatlansagi
egyenlGtlenség jobb oldalan nullatdl kilonbozd
mennyiség all.
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