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aki elinditotta a projektet.

A kezdetek

2014 tajan Gruiz Marton a Budapesti Osztrak Iskoldba
jar6 magantanitvanyai révén megtudta, hogy fizika-
konyviik a labdak 1épcsén torténd pattogasat kaotikus
mozgasként mutatja be. Ez valtozatlanul szerepel a
ma is hasznalt (a kdosznak két oldalt szenteld) [1] tan-
konyvben (1. abra a kovetkezs oldalon).

Marton az egyikiinkkel (TT) folytatott beszélgeté-
sek sordn ramutatott arra, hogy a l€pcsén pattogis
kaotikus jellege nem nyilvanvalo, hiszen a 1épcséfo-
kok egyenes szakaszai siktiikorként hatnak a lab-
dakra, a visszapattands nem okoz széttartast, az élre
valo pattands viszont nagyon ritka, fGleg kis gorbu-
leti sugarak esetén. Raadasul az dbra minddssze 4
pattanas alapjan vonja le a kovetkeztetést, de a moz-
gasok kaotikussdga csak hosszu ideji megfigyelés
utan donthetd el.

Koszonetiinket fejezziik ki Meszéna Tamdsnak a témaban folytatott
szamos eszmecseréért. TA hilis kozépiskolai fizikatanarndjének,
Schramek Anikonak, amiért elinditotta a kutatdsban és tamogatta a
munka soran. TT koszoni Homdstrei Mibdlynak, hogy segitséget
nyujtott az [1] osztrak konyv Gj kiadasinak megtalaldsaban, vala-
mint az NFKIH K-125171 palyazat altal biztositott timogatast.
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T6th Abel fizikushallgaté az ELTE-n, a Bu-
dapesti Fazekas Mihdly Gimnaziumban ta-
nult specialis matematika tagozaton. 2019-
ben 10. osztalyosként kezdte el a tudoma-
nyos kutatast a témdban. Még abban az
évben részt vett a kari TDK-n junior elsé
dijat szerezve, majd 2021-ben az egyetemi
OTDK-n dicséretben részestlt. Az IPhO és
EuPhO fizika didkolimpiakon a magyar csa-
pat tagja volt, bronz és eziistérmet hozott.
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Miel6tt a részletes vizsgalatok eredményeit bemu-
tatnank, érdemes roviden Osszevetni a 1épcsén patto-
gas jelenségét a lejtén torténd pattogaséval.

A lejtén pattogo labda

Mind a lejtén, mind a lépcsén torténd pattogasban a
graviticié és az Utkozési veszteség jatszik fontos
szerepet. Utdbbit az (itkdzési egyttthatoval vesszik
figyelembe: a feliiletre merSleges visszapattandsi se-
besség nagysidga az ilyen irinylG beesS sebesség-
komponens k < 1-szerese. A légellenallast itt és a
tovabbiakban elhanyagolhatonak tekintjuk. Ennek
megfelelGen csak kis sebességl mozgisokra szorit-
kozhatunk.

Az m = tga meredekség lejts esetén a gravitacios
gyorsulast felbonthatjuk a lejtére parhuzamos és arra
merdGleges komponensre. A mozgis egészét tekinthet-
juk egy lejtéiranyu és egy erre merdleges iranyG moz-
gas szuperpozicidjaként. A merSleges irdnyt mozgas
éppen olyan, mint egy vizszintes sikon pattogd lab-
daeé, kutkozési egyutthatoval, gcosa nagysagu gravi-
tacios gyorsulas mellett. Ezért tudjuk, hogy az egyes

Tél Tamds az ELTE-n szerzett fizikus diplo-
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utkozések utdni pillanatban
jellemzS merdSleges sebessé-
gek sorozata geometriai sort
alkotva nullahoz tart. Hossza
tavon, a lejtén véges vizszin-
tes elmozduliasokat okozo
pattogasok nem alakulbat-
nak ki.

Az mn-edik és n+l-edik
pattogas kozotti ¢, idS egyre
rovidebb, az emelkedés ezért
egyre kisebb. A lejté menti
mozgas allando, gsina nagysagu gyorsulasu. Az ilyen
iranya w sebesség valtozdsa a két utkodzési pillanat
kozott w,,,, = w,+gsin(a) t,. Sok pattanas utan 1, te-
kinthets egy kis At id6ndovekménynek, amelyhez Aw
= w,.—Ww, sebességnovekmény tartozik. A pattoga-
sok sorozata végil is — az Achilles és a teknGsbéka
probléma szellemében —a Aw/At = gsina differencial-
egyenletl folytonos idejii mozgasba megy at. A patto-
gasok sorozatinak vége a lejtén mindig a csuszdsba
torténd atmenet.

A lépcsén pattogas sajatos vondsa, hogy a végalla-
pot allandosult pattogas is lehet, akkor ugyanis féleg a
vizszintes feltileteken torténik titkozés, és a veszteség
a fuggdleges sebességkomponenst csokkenti csak.

Pattogds a derékszogl 1épcsén

ElsGként természetesnek tlint annak vizsgalata, hogy
lehetséges-e kaotikus pattogas a derékszogi 1€pcss-
fokokbol all6 [épcsén. A labdat az egyszeriség ked-
véért pontszertinek tekintjik. A [épcsGsor alakjat és a
mozgast a 2. dbra mutatja.

A légellenallast tovabbra is elhanyagolva, adott &
utkozési egyiitthatd mellett a mozgas egyértelmien
kovethetd kizardlag a pattogisok adatainak kovetésé-
vel. Erre két adat elegendd, egy hely- és egy sebes-

2. dbra. A derékszogul lépesé és a kovetett pattogas adatai: a 1ép-
cs6fok hosszaban mért tavolsagot hasznalva a fokok magassiga m
(ez egyben a lépcsére illesztett lejtd a hajlasszogének tangense). Az
n-edik pattogids helye a lépcséfok elejétdl szamolva x,, a fliggdle-
ges sebesség az elpattanas pillanatiban v,. Ahogy a betétrajz mutat-
ja, a vizszintes sebesség nem valtozik, hiszen a labdara sohasem hat
vizszintes irdnya erd.

u = allando
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1. abra. Az abra az elére jelezhetd és el6re jelezhetetlen, vagyis kaotikus mozgasok példajaként a
labda cstszdan valo lecstszasat (bal oldali kép) és l1épcsén torténd pattogasat (jobb oldali kép)
mutatja be. Az utdbbi esetben a kozel indulé mozgasok az élre es6 pattandasok miatt gyorsan elta-
volodnak, nem esnek ugyanabba a talba, [1] alapjan.

ség-koordinata. Ezeknek az n-edik pattanis esetére
az elért lépcssfok elejétdl mért x,, tavolsigot és az
elpattanas v, fliggsleges sebességét valasztjuk. A tel-
jes mozgdst jellemzd parabolaivek a ferde hajitas sza-
balyai szerint rekonstrualhatok. Az n-edik és az n+1-
edik tUtkozés kozotti

(%, v D

n

Un) _>(‘xn+1’ n+1)

kapcsolat kozépiskolai modszerekkel meghatarozha-
t6. Ebben a sebességet a kezdeti u,, vizszintes kompo-
nens egységében, hosszt pedig a 1épcsé hossziaban
érdemes mérni. Eziltal fellép egy fontos mennyiség, a

L
H= 52 @
Uy

dinamikai paraméter, amely a graviticioés gyorsulds
dimenzi6tlan mértékének is tekinthets. Az (1) leképe-
zés részletes levezetése, amely megtalalhato [2; 3]-
ban, explicit, egyszerd képleteket tartalmazo alakra
vezet. Az emlitett cikkekben egyben iskolai projekt-
munkdt lehetévé teve feladatok is talalhatok.

A kapott szabaly nemlinearis, ezért kizarolag mate-
matikai alakjat ismerve, nem lehet kizarni a kdosz
lehet&ségét. Ha az esetet a legorbitett €ld 1épcsS ha-
taresetének tekintjik, az r gorbileti sugar 1/rrecipro-
ka, a gorbilet, nagyon nagy szam, és domborua tikor-
ként ez szabja meg a szétszo6r6das mértéket. A gorbii-
letre esés valoszinlsége viszont nagyon kicsi, 7-rel
aranyos. A kdosz erGssége tehat egy nullaszor végte-
len tipusu kifejezésként irhato fel, igy az eredmény
részletes elemzés nélkil nem kaphat6 meg.

A labda derékszogl [épcsén torténé mozgasanak
kovetése tehat csak az (1) szabaly allando ismétlésé-
vel, iteralasaval torténhet. Meszéna Tamds és Pdll
Csaba a pécsi Nagy Lajos Gimnazium oldalan kialaki-
tottak egy barki 4ltal konnyen futtathatd szimulaldst.!
Ebben minden paraméter szabadon vialtoztathaté és
igy ellendrizhets, hogy a kezdeti feltételtdl fuggetle-
ntil, véges id6 alatt altalaban allandoésult pattogasok
alakulnak ki, attraktorok léteznek. A k < 0,4 tarto-
manyban megfigyelhetS a cstszasba torténd dtmenet
is, éppugy, mint a lejtén. A numerikus vizsgalat azt
mutatja, hogy kaotikus pattogds nem létezik. Erdekes-
sé€g azonban, hogy a gyakran a kdosz kozvetlen ellen-
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3. dbra. Allandésult kvaziperiodikus mozgds k = 0,75 iitkozési
egyutthatd esetén. Itt és a tovabbi dbrakon is m = 1/2, H = 4. Fels§
abra: mozgas a valodi térben. A palyaivek a 10. [épcséfok elhagyasa
utan a kezdd felett Gjra ugyanabban a magassigban 1épnek be a
képbe. Egymashoz kozel haladnak, vastag nyaldbokban, a széttar-
tasnak semmi jele. Az x,, v, valtozok altal definialt fazistérben (als6

abra) a mozgis gyakorlatilag négy intervallumot jar be. A periodi-
kus mozgas a felsé valodi térben egyetlen gorbének, az als6 fazis-
térben pedig egyetlen pontnak felel meg, vagyis joval kevésbé osz-
szetett, mint a kvaziperiodikus.

tétének tekintett periodikus mozgas csak nagyon rit-
kan, kivételes, diszkrét k értékekre fordulhat csak el6.
Az Nlépcsofok atugrasaval kialakulod periodikus moz-
gas ky Utkozési paraméterére [2, 3] szerzGi a

2

bo=1-—2
N |+ NH 3
2m

kifejezést talaltak.

A periodikus attraktorhoz tartoz6 k értékek tehat
olyan ritkdk, mint a hidrogénatom energiaszintjei az
Osszes lehetséges energia kozott. Az egylépcsSs (V= 1)
eset a tipikus m = 1/2, H = 4 paraméterekkel példaul
a k= 0,6-ra valosul meg, a két lépcsdfok atugrasihoz
tartozo érték k=7/9.

Milyenek akkor a tetszéleges k értékhez tartozo
allandosult pattogasok? Ezek az iskolaban ritkan vizs-
galt kvaziperiodikus mozgasok tipusaba tartoznak. Az
elnevezés arra utal, hogy a mozgas majdnem periodi-
kus: ugyan nem érkezik vissza pontosan oda, ahon-
nan indult, de az eltérés rendszerint kicsi. Ez jol meg-
figyelhets a pattogd palyak mintazataban (3. dbra
felsé képe), de érdekes a mozgast jellemzd mennyisé-
gek terében, az x,, v, Ggynevezett fazistérben meg-
jelené mintazat is (3. dbra als6 grafikonja).

A kvaziperiodicitasnak ez a gyakori el6fordulasa
vezette Meszéna Tamas tanar urat arra a felismerésre,
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4. dbra. A lekerekitett lépcsé és a kovetett pattogds adatai: az

n-edik pattogids helye a lépcsdfok elejétsl szamolva x,, a fuggdle-
ges sebesség az elpattands pillanatiban v, a vizszintes pedig u,,.

Ahogy a betétrajz mutatja, a vizszintes sebesség most valtozik, hi-

szen a gorbiletre pattanas (mint a lejtén torténd is) viltoztatja a
vizszintes sebességet.

hogy érdemes iskolai tananyagot kidolgozni az ilyen
tipus mozgasokra, a 1épcsén torténd pattogas jelen-
ségétdl figgetlendl is [4].

Pattogas lekerekitett €ld 1épcson

E cikk szerz6i 2019 elején kezdtek foglalkozni a leke-
rekités hatasaval. Munkahipotézisként a [2] cikk zaro
mondatat kovették, miszerint: ;Ha a [épcsSk éles sar-
ka helyett lekerekitett atmeneteket vennénk, a kor-
ivek jelenléte a problémat szo6rd bilidrdda tenné, és
abban eléggé nagy gorbileti sugarak esetén mar ki-
terjedt, robosztus kdoszt vdrhatunk.” Latni fogjuk,
hogy a mondat kdoszra vonatkoz6 része igaznak bi-
zonyul, a robosztussig feltételezése azonban talzott
elvaras volt.

Els6 lépésként kizardlag a geometriat valtoztattuk,
s az (egységnyi hosszisag) lépcséfokok végére r
sugart negyedkoriveket illesztettiink (4. dbra).

Az Utkozési adatokat Osszekapcsolod leképezés
most

(%, U, v,) = u Upir) €9

n+1 n+1

alaka, ahol u és v a visszapattandsi utdni sebesség-
komponensek a kezdeti vizszintes 1, sebességkom-
ponens egységében. Az y, fuggbleges koordinidta
nem Ujabb viltozd, hiszen a lépcsS alakja ismereté-
ben x, értékébsl mar kovetkezik. A (4) kapcsolat
meghatarozdsa most nehezebb, mint a derékszogi
lépcsS esetén, hiszen az Gj titk6zési pont nem adhato
meg képlettel. E hely meghatarozasara az (5] cikkben
az 5. abra szerinti eljarast kovettik.

Az (1) és a (4) leképezések kozotti kilonbség nem-
csak az, hogy az utobbi 3-valtozos, hanem az is, hogy
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5. dbra. Az Gj utkozés x,,, koordinatajat két 1épésben hatarozzuk
meg. ElGszor az elképzelt derékszogl lépcsével torténd Utkodzés
X,.1 koordinatdjat a ferde hajitas szabalyai szerint kapott analitikus
képlettel, majd onnan a gorbiileten megvalosul6 ttkozés adatat nu-
merikus eljarassal.

nem explicit, egy numerikus eljaras alkalmazasaval
valik megadhatova. Az [5] cikk eredményeit az alab-
biakban csak roviden és a derékszogi esettel valo
osszehasonlitasban foglaljuk 6ssze, hiszen a részletek
megtaldlhatok az emlitett cikkben, amelyben [2, 3]-
hoz hasonl6éan iskolai projektmunkat lehetévé tevé
feladatok is talalhatok.

Az Utkozési veszteségrdl tovabbra is feltéve, hogy
csak a feliiletre merGleges sebességet csokkenti, azt
tapasztaljuk, hogy a labda mar nagyon kis gorbiileti
sugarak esetén is egyre nagyobbakat ugrik, ,elszall”,
vagyis nincs attraktor (6. dbra).

Nagy sebességgel azonban kiléplink a ferdehajitas-
kozelités érvényességi tartomanyabol (a kozegellenal-
las nem hanyagolhat6 el), ezért leallitjuk a szimula-
last, ha u, nagy. Ugyan itt még nem jellemzd, de a
késsbbiek szempontjabol megjegyezzik, hogy szimu-
lalast leallitjuk akkor is, ha v, nagysaga olyan kicsi,
amely cstszas elkezdddését jelzi. Kiosz, ha létrejon
is, csak véges idejd lehet. Nem taldlunk nagyon hosz-
sz0 ideig érvényes pattogassorozatokat.

A jelentSsebb titkozési veszteség biztositisa érde-
kében masodik lépésként érdemes modositanunk az
utkozési szabalyt. A gorbiileten torténd titkdzéskor be-
vezetliink egy, a felilettel parhuzamos sebességkom-
ponenst csokkentd titkdzési egylitthatot is. Ezt tangen-
cidlis Utkozési egyltthatonak nevezzik, és j-vel jelol-
juk. A modositott itkdzési szabaly tehat igy irhato:

v

— . ’
ttn+1 - ]Ur, ”

= ’
Ur, n+l ]e Ur, nw

)

ahol a ¢ index a tangencialis, az r pedig a radiilis,
avagy normalis komponensre utal, a vesszS a beesési
sebességeket jeloli (7. dbra). A tobbletdisszipacio
ahhoz vezet, hogy a cstszasba valo dtmenet is jellem-
zGvé valik.

A teljes jelenség tanulmanyozisira egyikiink (TA)
irt egy szimuldciot, amelyet a kapcsolodd weblaprol?
barki letolthet. Ebben minden paraméter szabadon
valtoztathato és igy ellendrizhets, hogy a k és j érté-
kek megvalasztasaval konnyen talalunk ezer pattana-
sig tarté mozgasokat is, anélkil, hogy a labda elszall-
na vagy csuszasba menne at. A pattogisok szamat —

“Lasd: http://theorphys.elte.hu/fiztan/stairsH/index_hu.html
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6. abra. Ha a 3. dbra esetét vizsgaljuk azzal az egyetlen kiilonbség-
gel, hogy r= 0,01 gorbiileti sugarat alkalmazunk, az ttkozések v, u
sebességkoordinatai a gorbiiletre pattanaskor (amiket fekete pon-
tok jeleznek a vizszintes tengelyen) mindig el6bb-utobb noveked-
nek, a labda tehdt messzire elszall. Mar ezen az elsé legorbitett ese-
ten is jol latszik, hogy a vizszintes sebesség (also, kék pontsorozat)
nem 4llando a legkisebb gorbtileti sugarakra sem. A mozgast jellem-
76 valtozokrol most és késébb az 7 indexet elhagyjuk.

miel6tt ez a két esemény egyike bekovetkezne — a
mozgas élettartamanak nevezzuk.

A 8. abran a 3. abrahoz hasonldéan egy tipikus
lekerekitett lépcsén kialakulé mozgast abrazoltunk,
érdemes egymas mellé allitva 6sszevetni a két minta-
zatot. Mind a felsG, mind az alsé ponthalmaz térbeli
kiterjedése és bonyolultsiga is nagyban megnoveke-
dett a gorbiilet bevezetésével. E két tulajdonsag jelen-
léte a kaotikus mozgasokra jellemzé.

A kaosz egyik meghatarozo tulajdonsiaga a kezdd-
értékekre valo érzékenység. Két kozel elinditott moz-
gas idében atlagosan exponencialis mértékben tavo-
lodik egymastol, exponensét Ljapunov-exponensnek
nevezik, amely a kaotikus mozgasok egyik legalapve-
t6bb, kvantitativ jellemz&je. Az [5] cikkben nagysig-
rendi becslést sikertilt adnunk a A-val jeldlt Liapunov-
exponensre kis gorbiileti sugarak esetén:

a- rln(i]. ©

r

A (6) Osszefliiggéshdl vilagos, hogy az 1/r-t6l valod
fuggés logaritmikus. Mivel a logaritmus fliggvény sok-
kal gyorsabban csokken, mint a linearis figgvény, az

7. abra. A modositott Uitkozési szabaly grafikus 6sszefoglalasa.

v
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8. abra. Tipikus mozgis lekerekitett sarka 1épcsén, k= 0,75, j= 0,2 és
r= 0,01 gorbtileti sugar mellett (az elsé és utolso 30 titkozés elha-
gyasa utan). Fels6 dbra: a mozgas valodi térbeli képe a 3. dbraboz
hasonl6 moédon, de csak az elsé 700 pattogasig mutatva. Also dbra:
a mozgds az x—v sikon. Ez a mozgds 3260 pattands utdn csuszasba
val6 dtmenettel ér véget. A 3. dbraval valoé 6sszehasonlitds mutat-
ja, hogy a kaotikus mozgas dsszehasonlithatatlanul bonyolultabb a
kvaziperiodikus mozgasnal, a periodikusrol nem is beszélve.

r— 0 hataresetben a derékszogl lépcsén a Ljapunov-
exponens nullanak adodik — a [2, 3] cikkek megfigye-
lésével tsszhangban —, nem lehet kiosz.? A (6) dssze-
fuggés azt is mutatja, hogy tetszdlegesen kicsi gorbiile-
tek esetén is mar megjelenik a kaosz.

Ahogy lattuk, tetszéleges hosszisagu pattogassoro-
zatok nem alakulnak ki. Ez két okbdl sem lehetséges:
vagy csuszasba atmenet vagy elszallas torténik. Ezt a
tulajdonsagot és egyben a kezdGértékre valo érzékeny-

*Ha (6)-ban az 1/r-t6l valo fiiggés linedris lenne, véges Ljapu-
nov-exponenst kapnank. Azt, hogy nem ez a helyzet, nem lehetett
el6re latni a projekt kezdetekor.
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9. abra. A mozgasok élettartama (vagyis az elszillas vagy csiszasba
atmenet el6tti pattandsok szama) az x, kezddhely fiiggvényében, j =
0,2, k= 0,75, r= 0,01 mellett, azonos, ¢, = 3 kezdGsebességgel. A moz-
gds végallapota kék szintd oszlop esetében csiszdsba torténd atmenet,
piros oszlop esetében elszallds. Mivel minden oszlop vagy kék, vagy
piros szind, redlis allandosult mozgas nem lehetséges, a kdosz tran-
ziens formaja van jelen. A mintazatok hasonl6 szabalytalansiga, az el-
oszlas fraktaljellege a tranziens kdosz altalanos tulajdonsaga.

séget is szemléltethetjuk. A 9. dbra fels6 grafikonjan
azt mutatjuk, hogy a kiilonboz6 kezdShelyekrdl elin-
ditott labdak mennyi pattogas utin mennek at csiszas-
ba vagy szallnak el, a két szokési lehetSséget kiilonbo-
26 szinnel jelolve. Azt lathatjuk, hogy az egymast kove-
t6 oszlopok latszolag szabalyszeriség nélkil valtogat-
jak a sziniiket és magassagukat. Ez a tulajdonsag akkor
is megmarad, ha a kezdGérték egyenesén egy adott
pontra igazan ranagyitunk, és a szomszédos oszlopok
tavolsaga csupan 2 -107° (9. dbra als6 grafikonja).
Végtelen élettartam az ttkozési egyttthatok tetszo-
leges finomhangolasaval sem érhetS el, mert azok az
utkozési egytitthatok, amelyek elég kicsik, hogy ki-
zarjak az elszallas lehet&ségét, mar béven nem elég
nagyok, hogy a cstszasba atmenet lehetGségét is el-
vegyék. A végtelen élettartam eléréséhez tehat olyan
utkozési egyutthatok kellenek, amelyek a nagy sebes-
ségeket jobban csokkentik, mint a kis sebességet.
Ezen megfontolas alapjan vezettik be az érintGiranya
egyutthatora az alabbi, sebességfliggs kifejezést:

J = exp(-6v), )

ahol degy dllando, v pedig az érintGiranyt (tangen-
cialis) beesési sebesség. Ez a sebességfiliggs titkozési
egyutthatok csak egy lehetséges valtozata, mas kifeje-
zésekkel is hasonlo eredmények addédhatnak. A beve-
zetett sebességfliggés tekinthets Ggy is, mint a légel-
lenallas hatdsinak beépitése az titkozéses leirasba.
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10. dbra. A 1épcsén pattogd labda kaotikus attraktora. A rendszer
teljes x, v, u fazisterében a k= 0,75, r= 0,2 paraméterekhez és a (7)
sebességfliggd titkozési egyiitthatohoz (§ = 0,3) tartozo attraktor.
Feltl pirossal az x, v, kozépen kékkel az x, u vetilet, alul zélddel a
3-dimenzids kaotikus attraktor egésze lathato.

Ezzel az apro, kizarolag a gorbiletet érintS valtoz-
tatassal elértiik, hogy a két szokési mechanizmus el-
tinjon. Még nagy gorbileti sugarak esetében is a
mozgasok gyakorlatilag végtelen hossza élettarta-
muak, és robosztus, permanens kaoszt kaptunk. Az

ehhez tartozo fazistérbeli mintazatot kaotikus attrak-
tornak nevezik, hiszen az mir a kezdéértéktdl telje-
sen fliggetlenil minden hosszi mozgast egyarant

jellemez. Ezt lathatjuk a 710. dbran.

Mi lehet érdekes még?

A labda pattogasinak itt bemutatott leirdsa mellett
bonyol6dd modellek egész sorozata is elképzelhetd:

— A labdidk kiterjedése fontos szerepet jatszik a
valosagban megfigyelhetd pattogas folyamataban.
Erdemes lehet ezért kiterjedt labdakat vizsgalni: ko-
rong vagy gomb alaktakat, ismert tehetetlenségi nyo-
matékukkal. A leiras jellege még leképezés marad, a
forgasi energia felhalmozodasa miatt feltehetGen nem
tapasztalunk elszallast.

— A légellenallas mar kiterjedés nélkili labdakra is
figyelembe vehetd. Ez a differencidlegyenlet folyama-
tos megoldasat teszi sziikségessé, az eddig kovetett
billiardszemléletet el kell hagyni.

— A kiterjedt labdakra hato légellenallas figyelem-
bevétele jelentené a legteljesebb leirast.

Az eddigi részletes vizsgalatok alapjan azonban
mar most mondhatjuk, hogy az [1] osztrak konyv he-
lyes benyomast kelt a labdak 1épcsén torténd pattoga-
si dinamikajarol.
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