A FIZIKA TANITASA

FAHASABOT, LEGOT, PLUSSFIGURAT, FAGYOTT ES
FOLYEKONY ALMALET A TANTEREMBE!

Az alabbi irds témaja — a cimbdl nehezen kikovet-
keztethet6 moédon — az Ggynevezett fenisziito-tétel
(Tennis Racket Theorem), mas néven a kozbiilsd te-
betetlenségi nyomatékii tengely tétele. A Bardtaim:
Tigris és Micimack6 animacids sorozat Macko po-
csék napja cimd epizédjiban van egy jelenet [1],
amelyben egy levegébe felhajitott sargarépa fejbeta-
lal és bekapcsol egy jatékrobotot, az végigmegy a
szekrény tetején, raesik egy székre lefektetett tenisz-
uté nyelére, a teniszit§ erre porogve felreptl, és
tobb fordulat utdn Micimacko fején landol. A jelene-
tet latva biztosak lehetiink benne, hogy az animicio
készitsi egyszeriien matematikailag elSirtdk, hogy a
tenisziité a levegSben szép szabdlyosan forogjon a
tomegkozéppontjan atmend tengely koriil. Ha ren-
des fizikai modellt haszniltak volna, akkor rogton
lattak volna, hogy az it6 nem igy szall a levegSben.
AKki teniszezik, jaték utan az 6ltoz6be menet gyakran
érez kisértést, hogy szérakozottan feldobilja az tt6-
jét, mégpedig Ggy, hogy eldszor lapjaval vizszinte-
sen tartja, mint egy palacsintasiitét, majd a nyelénél
fogva maga felé porgetve feldobja, és egyetlen for-
dulat utan ismét a nyelénél elkapja. Rogton észre is
vehet egy furcsasagot: a feldobott Gt6 porgés koz-
ben automatikusan atfordul a levegSben, és a nem
vart oldalaval felfelé érkezik vissza a jaitékos kezébe.
Ebbdl a gyakori tapasztalatbol ered a cikk elején
emlitett tenisziitS-tétel elnevezés. A misik elnevezés
hittere: a merev testeknek hirom f6 tehetetlenségi
nyomatéka van (a részleteket lasd lejjebb), és tobb-
ségiknél ez a harom mind kilonb6z6 szamérték;
van tehat koztik egy legkisebb, egy legnagyobb, és
egy kozbilsé nagysagl. A kozbiilsd tebetetlenségi
nyomatekii tengely koriili forgds — épp ilyen a te-
nisziité azon forgasa, amit a Micimacko-epizodban
mutatnak — instabil, gyakorlatilag sosem jatszodhat
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le Ggy, ahogy a mesefilmben latjuk. A [2] vide6ban
kulonbozé markaja ttdkkel illusztraljak a tényleges
effektust. A kisérlet egyszertien elvégezhets, termé-
szetesen nemcsak tenisziitével, hanem barmilyen
merev testtel, amelynek harom f& tehetetlenségi
nyomatéka mind kilonb6zs. (A mobiltelefonjukat
szorakozottan feldobalok is racsodalkozhatnak a
meglepd, bucskaz6 mozgasra.)

A cikket kettSs céllal irtam. Az egyik, hogy — egye-
temi szintd tankonyvek [3] targyalasiara alapozva —
olyan elméleti dsszefoglalot adjak errdl az érdekes fi-
zikai hatasrol, amely egyrészt kell6en preciz és mély-
rehato, masrészt részletei egy elsGéves mérndkhallga-
t6 vagy akar egy kozépiskolas tanuld szamara is vé-
gigkovethetSk. A masik cél — ezzel fligg Ossze a cikk
cime — olyan egyszerl kisérleti eszkdzoket javasolni a
hatas szemléltetésére, amelyekkel a tanulok a tante-
remben vagy akar otthon, sajat maguk is konnyen
probalgathatjak az effektust. A javasolt kisérletek ki-
gondoldsanal az motivalt, hogy latvinyosabbak, él-
ményszerlbbek legyenek, mint a teniszitSs valtozat,
a kisérleti eszk6zok pedig kisméretlek, kozvetlentil
hozzaférhet6k vagy konnyen elkészithetSk legyenek,
és kevésbé torékenyek, mint a mobiltelefon vagy a tv-
taviranyito.

Elméleti magyarazat

A merev testek forgasinak altalanos leirdsat lehetévé
tevé matematikai ,nehéztiizérséghdl” éppen csak
annyit hagyok meg, ami a jelenség pontos megértésé-
hez elég. Szerencsére a sziikséges matematika nem
bonyolultabb annal, amivel k6zépiskolasok, de kiilo-
nosen elsGéves hallgatok amugy is talalkozhatnak.
Az 1. abran egy r helyvektorral rendelkezé m to-
megpont lathato, amely kormozgast végez. A mozgast
olyan vonatkoztatasi rendszerbdl figyeljik, amelynek
origbja az O pont, innen mutat » a tomegpontra. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy ebben a vonatkoztatasi rend-
szerben az r nyil” kezdGpontja all, végpontja pedig
korpalyan mozog. Az @ szogsebességvektor a kor-
mozgas sikjara merdleges, irdnyat a jobbcsavarsza-
balybol tudjuk megallapitani. A tomegpont kertleti
sebessége az dbra szerint v= wr| = @rsina. Az abrarol
az is leolvashat6, hogy v merdleges az @ és r altal
kifeszitett sikra, azaz v | (@Xr). Ezt a két eredményt
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1. abra. Kormozgast végzs tomegpont.

osszekombinalhatjuk egyetlen vektori szorzatta: v =
wxr. Mivel a sebesség a helyvektor valtozasi titeme,

az el6z6 Osszefliggés igy is irhato:

€))

¥ = 0Xr,

ahol a szimbolum folé irt pont az adott mennyiség id6
szerinti differencialhanyadosat jeldli.

A mechanikdban nagyon hasznos fogalom az N
impulzusmomentum. Perdiletnek is hivjuk, kicsit
megtéveszts elnevezéssel, mert N akkor — példaul
egyetlen tbmegpont mozgasa esetén — is jol hasznal-
hat6 mennyiség, amikor semmi sem ,perdil”. Egy »
helyvektorral rendelkezd, mv impulzusa tomegpont —
mint amilyent az 7. dbra mutat — O origbra vonatkozo
impulzusmomentumat az

@)

N =r X mv

képlet definidlja. N irdnya a keresztszorzas jobbkéz-
szabalyaval konnyen megéllapithatoé (lisd 1. dbra).
Az (1) és (2) képletekbdl leolvashato, hogy ha a to-
megpont sebességét novelni kezdjik, a v-vel egyttt
lw! és IN| is arinyosan nG, azaz |@| és IN| egy-
madssal is minden pillanatban egyenesen ardnyosak.
(Ugyanakkor maga az N vektor nem egyszerlen az @
vektor allandé szamszorosa, mert a két vektor nem
feltétlentil parhuzamos, lasd az 1. abrdt) Ugyanez a
helyzet, ha nem egyetlen tomegpontrol, hanem kiter-
jedt merev testrél van sz6. Az ilyen testnek ugyanis
sziikségszertien olyan a mozgasa, hogy minden pilla-
natban létezik a térben egy pillanatnyi forgastengely,
amely koril a test 6sszes pontja éppen ugyanazzal
az o pillanatnyi szégsebességgel végez egy kormoz-
gasdarabkat (kivéve azokat a tomegpontokat, ame-
lyek éppen a forgistengelyen vannak). A merev test
teljes impulzusmomentuma az egyes tomegpontok
impulzusmomentumanak osszege:

N=Y rxmuv,
i
A jobb oldalon szerepld tagok nagysiga az el5z6 be-
kezdés szerint egyenként mind egyenesen arinyos az

adott tomegpont szogsebességével, amelyrdl viszont
most lattuk, hogy egy-egy pillanatban minden tomeg-
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pontra ugyanaz. Azt a felfedezést, hogy a merev test
N pillanatnyi impulzusmomentuma /inedris kapcso-
latban all a test @ pillanatnyi szogsebességével, igy
irhatjuk fel:

N = fw, &)

ahol tehat 8 nem egyetlen szam, hiszen két nem fel-
tétlentil parhuzamos 3D vektor kozotti linearis kap-
csolatot fejezi ki. A 8 neve: tehetetlenséginyomaték-
tenzor. Egy adott koordinata-rendszerben — amelyben
N és wvektorok a hirom komponenstikkel irhatok fel
— B egy 3Xx3-as matrix alakjaban adhat6é meg.

A (3) egyenletben szerepld N és @ vektorok egy
adott vonatkoztatdsi rendszerben K mérddnek”, onnan
nézve van fizikai tartalmuk. EttSl figgetlentl ezekre a
vektorokra — elfeledkezve fizikai jelentéstikrdl — mint
adott hosszusagu és tajolast ,nyilakra a térben” mas
vonatkoztatasi rendszerekbdl is rinézhetiink, és a li-
nedaris kapcsolatot kifejezS (3) egyenletet természete-
sen ezekbdl a nézépontokbdl is pillanatrol pillanatra
igaznak talaljuk. Amikor pedig (3)-at kiirjuk harom ku-
lon skalar komponensegyenletként, azok konkrét alak-
ja mar nem csak attol figg, milyen vonatkoztatasi rend-
szert valasztunk, hanem attdl is, hogy azon belil mi-
lyen iranyban vesszik fel a koordindtatengelyeket,
amelyekre vetitve leolvassuk a két vektor komponen-
seit. Vonatkoztatasi rendszerre mutat két példat a 2.
dbra, amelyen egy vilaglrben szabadon lebegé trka-
bint latunk, benne egy szabadjara engedett, bucskazo-
forgd mozgast végzs merev téglatesttel. (Az alabbi tar-
gyalas semmit sem veszit altalanos érvényébdl, ha mos-
tantol kezdve feltételezziik, hogy a téglatest tomegko-
zéppontja nyugalomban van az tGrkabinhoz képest.)

Az Urkabin, mint vonatkoztatasi rendszer, inercia-
rendszer (IR): ha egy mozgast ennek falaihoz viszo-
nyitva irunk le és elemziink, joggal hasznalhatjuk New-
ton torvényeit. Ha pedig képzeletben a bucskazo-
forgo téglatesthez rogzitjiik magunkat, és ehhez viszo-
nyitva irjuk le a kornyezs jelenségeket, egy masik vo-
natkoztatdsi rendszert kapunk; ebben tgy érezhetjik
magunkat, mint a foldi kiképzéskor a centrifugiba be-

2. dbra. Vonatkoztatasi rendszerek: inerciarendszer (IR) és ,gyo-
morforgato rendszer” (GYFR).
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szijazott Urhajosok, akik a kilvilagot vadul 6sszevissza
mozogni latjak. Ezért a téglatesthez rogzitett vonatkoz-
tatdsi rendszert gyomorforgato rendszernek (GYFR)
nevezem. A 2. dbra szorosan kapcsolodik a témank-
hoz, mert a cikk elején emlitett feldobott tenisziité — a
feldobas és az elkapas kozott legalabbis — szabadesést
végez, stlytalansigban van, tehat éppen Ggy ,érzi ma-
gat”, mint a 2. abran lathat6 téglatest, amit példaul az
drkabin utasa perditett be valahogyan, azutain elen-
gedte, és most figyeli a mozgasat. (Az Urhajos elényo-
sebb helyzetben van, mint a teniszez&, mert a hasab
forgasa tetszélegesen hosszi ideig folytonosan megfi-
gyelhetd, mig a Foldon a keziinkbdl kiengedett tenisz-
utS 1-2 masodperc alatt leesik.)

A kovetkez6 1épés, hogy a (3) egyenletet kompo-
nens alakban irjuk fel. Erre vonatkoztatasi rendszer-
ként nem az IR-t, hanem a GYFR-t fogjuk valasztani.
Igaz, hogy végss soron arra akarunk fényt deriteni,
milyen mozgast végez a téglatest (a GYFR) az Grkabin
(az IR) falaihoz képest — vagy a teniszité egy foldi
inerciarendszerhez képest —, de semmit sem veszi-
tunk azzal, ha a forditott kérdésre talaljuk meg a va-
laszt. Ha ugyanis le tudjuk irni az Grkabin mozgasat a
téglatesthez rogzitett nézépontbol, akkor a minket
érdeklS kérdésre is rogton vilaszt kapunk, hiszen a
két relativ mozgas egyszertien egymas forditottja. Ez
természetesen még nem magyarazza, hogy miért kife-
jezetten elényosebb a GYFR-t vilasztani nézSpont-
nak, mint az IR-t. A valasz: azért, mert mig az tGrkabin-
bol nehéz matematikai alakban megfogalmazni a kér-
déstinket (hogyan mozog a levegSben bucskizo tég-
latest?), addig a téglatesthez rogzitett nézSpontbol
nagyon egyszerlen és elegansan tudjuk matematikai
formaba onteni a forditott kérdést (hogyan mozog
korulottiink az trkabin?). Erre az egyszerd és elegans
megfogalmazasra az ad lehet&séget, hogy a magara
hagyott téglatestre nem hat semmilyen erd, tehat nem
bat ra forgatonyomaték sem, ezért az N impulzusmo-
mentuma idében dllando. Az, hogy az N idében al-
lando6 (tehat mindig ,a térnek” ugyanabba az iranyaba
mutat), csak inerciarendszerbdl nézve igaz, mert az
el6z6 mondatban délt betdvel irt fizikai torvény, az
ugynevezett impulzusmomentum-tétel, a Newton-
axiomakbol kovetkezik, marpedig azok csak inercia-
rendszerben érvényesek. Tehat akarhogy is forog,
bukfencezik a magira hagyott téglatest az Urkabin
belsejében, az N-vektora az tirkabinhoz képest allan-
doé tajolasu; ha az N ,nyil” kezdGpontjat a téglatest
allo tomegkozéppontjaba képzeljik, akkor végpontja
az Urkabin falanak mindig ugyanarra a pontjira mu-
tat. Most mar érthets, miért érdemes a GYFR nézs-
pontjdba helyezkedniink: ha le tudjuk irni a GYFR-
hez képest ezen egyetlen vektor mozgasat (idébeli
valtozasat), akkor maganak az tGrkabinnak a mozgasat
sikertilt lefrnunk, ami viszont inverz modon az eredeti
kérdéstinkre is megadja a valaszt.

A természet még ezenfelil is a segitséglinkre siet.
Eppen a testhez rogzitett GYFR-ben teszi lehet6vé,
hogy az NV idébeli valtozasat leird egyenleteket a lehe-
t6 legegyszeribb matematikai alakban fogalmazhas-
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suk meg. Barmilyen ugyanis a merev test alakja (tég-
latest, teniszitS, krumpli stb.), a testhez rogzitett vo-
natkoztatasi rendszerben az egymasra merdleges
koordinatatengelyek iranyanak tigyes megvalasztasa-
val mindig elérhets, hogy a (3) egyenlet komponen-
sekkel felirt alakja ilyen legyen:

N, 0. 0 0w,

4
N(|=10 86, 0o, €9
N, 0 0 0.||w,

amelyben tehat a @ tehetetlenséginyomaték-tenzor
diagonalis, azaz csak a féatloban vannak nemzérus
elemei, és azok konstansok. Az egyenleteket egyen-
ként kiirva:

N.X' = gxwx’
N} = 0.)’ w}” (S)
N,=0,0,.

E speciilis koordinata-rendszer x, y, z tengelyeit
Jotengelyeknek hivjuk, 6,-et, 6, -t €s .-t pedig a test
harom [0 tebetetlenségi nyomatékdanak. A fétengelyek
tizikai jelentése kiolvashat6 az (5) egyenletekbdl: ha a
testet Ugy porgetjik be, hogy @ torténetesen az egyik
ilyen tengely iranyiaba mutat, vagyis harom kompo-
nense kozil csak az egyik nem nulla, akkor (5) sze-
rint az N vektornak is csak ugyanez a komponense
lesz nullatol kiilonbozs, vagyis ekkor N | @. (Altala-
nos mozgasnal az N | @ nem szokott teljesiilni.) A 6,
6,, 0, {6 tehetetlenségi nyomatekok a tehetetlen to-
meggel analog fizikai fogalmak: azt fejezik ki, meny-
nyire nehéz forgasba hozni a testet az egyes f6tenge-
lyek korul. A fétengelyek mindig dtmennek a merev
test tdmegkozéppontjan. Téglatest esetén egybeesnek
a test harom szimmetriatengelyével. Az x, y, z betlk-
kel jelolt tengelyek a 6-9. képek mindegyikén az adott
test fGtengelyeit mutatjak.

Foglaljunk ¢ssze néhany fontos eddigi pontot. Az
(x, v, z) koordinata-rendszert a GYFR-hez rogzitet-
tik, origdja a test tomegkodzéppontjaban van, ami az
IR-hez képest 4ll, a koordinatatengelyek pedig egytitt
forognak a testtel. Az @vektor a test pillanatnyi szog-
sebességét jelenti az IR-bS] nézve, N pedig a test im-
pulzusmomentuma; ez utobbi az IR-b6l nézve allan-
do6 (az Urkabinnak ugyanarra a pontjara mutat), a
GYFR-b6I nézve viszont — bar nagysiga ebbdl a né-
z6pontbol nézve is allandé — ide-oda billeg, valtoz-
tatja orientaciojat a testhez rogzitett koordinatatenge-
lyekhez képest. A (5) egyenletekben szerepld vektor-
komponensek az N és @vektoroknak ebben a kiillon-
leges koordinatarendszerben leolvasott vetiiletei. Az
egyenletekben megjelend 6,, 6, és 6, mennyiségek a
test merevsége miatt idSben allandok, de az N- és
w-komponensek a test mozgasa sordan valtoznak. Az
N vektor GYFR-b6l észlelhetS billegéseit az N, (1),
N,(D), N.(1) figgvenyek irjak le, feladatunk ezek
meghatarozasa.
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A tovabblépést az a felismerés adja, hogy mivel a
test az Grkabinhoz képest éppen @ pillanatnyi szogse-
bességgel forog, az Grkabin — és vele egytitt az N vek-
tor is! — a testhez képest éppen —@ szogsebességgel
forog. Vagyis a GYFR nézdpontjabol az N vektor ép-
pen 1igy viselkedik, mint az 1. abran az r vektor az
abrat felrajzolo ember nézépontjabol, azzal a kilonb-
séggel, hogy most az N végpontja ellenkezd iranyban
fordul el, mint az 1. dabran az r végpontja. Ezek sze-
rint lemasolhatjuk az (1) egyenletet, é&sr > N, @ — (—@)
betticserékkel a mostani helyzetre érvényes egyenle-
tet kapunk [a GYFR néz&pontjaboll:

N = (@ XN = Nx o, ©)

ahol az utols6 1é€pésben felhaszniltam a keresztszor-
zas ugynevezett antikommutativ tulajdonsagat. (5)
alapjan a (6) egyenletet komponensalakban is kiirhat-
juk [a GYFR nézSpontjaboll:

xwx ex e} ez

o | = 7
,0,=10,0, 00, 0 0. @
L0, 0, 0,6 o,

ahole,, e, ése az (x, y, z) koordinita-rendszer egy-
ségvektorai, és a jobb oldalon a keresztszorzas szaba-
lyanak konnyld megjegyzésére szolgald ugynevezett
determinansalak szerepel. A keresztszorzast elvégez-
ve az alabbi 3 komponensegyenletet kapjuk [a GYFR
nézSpontjaboll]:

0.0, = ﬁywya)z— Hza)zwy,

Hya)y ezwzwx_ exwxwz’ ®

b.0.=0.0.0,-0 0 0,.

Az (5) osszefiiggések segitségével kikiiszobolve az
wkomponenseket a (8) egyenleteket ilyen alakba
irhatjuk 4t [a GYFR néz&pontjabol!]:

No= D%y
T v®
y oz
N, = 6.~ 9. N.N,, )
’ 02’096
6.-6

. 6,.-06,
N, = — 2NN,
y

A (9) egyenleteket, amelyek az N idSbeli viselkedé-
sét irjak le a testhez képest, a forgomozgis Euler-
egyenleteinek hivjuk. Ha ezt a hirom csatolt differen-
cidlegyenletet megoldjuk az N.(1), N,(0), N.(1) figg-
vényekre, vilaszt kapunk arra, hogy a merev test
orientaci6ja miként fog valtozni az IR-hez képest, ha a
kezdé6 id6pillanatban adott médon beporgetjik, majd
szabadon engedjiik. Van valami, amit mar szamolas
nélkll, rinézésre meg tudunk dllapitani: ha sikertilne
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,végtelen tizedesjegy pontossaggal” valamelyik f6ten-
gely kortl beporgetni a testet, akkor ez a fGtengely az
IR-ben végig megdrizné irdnyat, a test ezutan csakis e
korul a tengely koril forogna. Ez onnan latszik — pél-
danak az x tengely korili beporgetést hasznilom, de
az érvelés a masik két tengelyre is ugyanez — hogy ha
a (9) egyenleteknek az N,(0) = N, N,(0) =0, N,(0) =0
kezddfeltételeket adjuk, tehat az impulzusmomentum
kezdetben hajszalpontosan x iranya, akkor mindha-
rom egyenlet jobb oldala azonosan nulla, tehat a
GYFR-bS1 nézve egyik impulzusmomentum-kompo-
nens sem valtozik idében. Ez azt jelenti, hogy — eb-
ben a példaban — az N végig az x tengely irdnydban
fog allni, illetve megforditva: az x tengely, ami most a
forgastengely, az IR-ben végig ugyanabba az irinyba
fog mutatni. Ezt a fajta helyzetet staciondrius forgas-
nak nevezzik. Mindhirom fGtengely koruli forgas
tehat staciondrius forgas, egyfajta egyensulyi helyzet.
A kérdés, hogy stabilak-e ezek az egyensulyi helyze-
tek. Kulonosen arra vagyunk kivancsiak, hogy miért
lesz drasztikusan mas az az eset, amikor a kozbiilsé
tehetetlenségi nyomatéku fétengely kortl porgetjiik
be a testet, mint amikor a masik két fétengely koril.
Miért hivhatjuk a kozbilsé fétengely koruli forgast
instabilnak, és hogy néz ki pontosan a test mozgasa
ebben az esetben?

A (9) egyenletek teljesen szimmetrikusak az x, y, z
als6 indexekre, azt gondolhatniank, hogy az N,(1),
N, (D), N.(1) id6fuggveényeknek muszdj azonos modon
viselkednilik. Ez azonban csaloka. Az olyan testekre,
mint példaul a 6-9. képeken lathato targyak, a 6,, 6,
0, f6 tehetetlenségi nyomatékok mind kilonbozok,
tehat nagysag szerint sorrendbe allithatok. Ez viszont
azzal jar, hogy a (9) Euler-egyenletek kozil kettében
negativ lesz a

0,-9,

9,9,

1

egyttthato, egyben viszont pozitiv. Ha példaul 6,< 6,
< @, (mostantdl a cikk példaiban a koordinata-rend-
szert mindig Ggy veszem fel, hogy ez a relaci6 telje-
stljon), akkor a (9) kozépss egyenlete, az N -ra vo-
natkoz6 fog masként viselkedni, mint a masik kettd.
Altalinosan tehdt: azon N,-komponens ,mozgis-
egyenlete”, amely a kozbiilsé nagysagu 6, szerinti
iranyba mutat, alapvetéen, jellegében eltér a masik
kettseétsl. Ezzel algebrailag maris érthetévé valt, miért
varhatjuk, hogy a kozbilsé tehetetlenségi nyomatéka
fétengely korali forgds teljesen mas viselkedést mu-
tasson, mint a masik két fGtengely korili forgas.
Mielstt konkrét példakon megvizsgalnank, milyen
megoldast adnak a (9) egyenletek kiilonb6z6 kezds-
feltételek mellett, érdemes megnézniink egy masik,
kilonosen elegins magyarazatot a teniszUitS-tétel
jelenségére. Ez geometriai diagramokkal, intuitiv mo-
don vilagitja meg az y tengely eltérs viselkedését. A
geometriai targyalas egy tisztan matematikai kérdésre
épul: hogyan néz ki egy gémb és egy dltaldnos (nem
hengerszimmetrikus) ellipszoid dthatasa a két idom
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relativ méretének fiiggvényé-
ben? A 3. dbrasorozat mutatja
az azonos kozépponttal ren-
delkezé ellipszoidot és gom-
bot. Az ellipszoid mérete a
3.a és 3.g abrak kozott fo-
lyamatosan c¢sokken, és a
koordinatatengelyeket — tgy
vettem fel, hogy azok egybe-
essenek az ellipszoid szim-
metriatengelyeivel. Az ellip-
szoid harom kilonbozs fél-
tengellyel rendelkezik (az
ellipszoid-féltengely — analog
fogalom a gdbmb sugaraval). A
3.a dabran az ellipszoid legki-
sebb féltengelye éppen akko-
ra, mint a gomb sugara, tehat
a gomb teljesen az ellipszoid
belsejében helyezkedik el, és
mindossze az x tengely két
atellenes pontjan érinti azt. Ha az ellipszoid méretét
kicsit csokkentjik (3.6-c dbra), a két test metszete
mindig két gorbét ad, amelyek szimmetrikusan he-
lyezkednek el az x tengely pozitiv és negativ félegye-
nese koril. Ha az ellipszoid éppen akkora, hogy a
kozepso feltengelye egyezik meg a gémb sugaraval, a
3.d abran lathato helyzet all el6. Mondhatjuk, hogy
az ellipszoid ekkor az y tengely két atellenes pontjan
Lerinti a gdbmbot”, ez azonban feltinGen mas helyzet,
mint amit a 3.a dbran az x tengelyen latunk. Az ellip-
szoidot tovabb zsugoritva (3.e-f dbra) jellegre ugyan-
az ismétlédik meg a z tengely irdnydban, mint ami a
folyamat elején tortént az x tengely mentén. Végiil,
amikor az ellipszoid mar olyan kicsi, hogy a legna-
gyobb feéltengelye egyezik meg a gdomb sugaraval, a
gomb teljes egészében korllveszi az ellipszoidot, és a
metszetgorbék ismét két pontta zsugorodnak Ossze,
ezuttal a z tengely két atellenes oldalan (3.g dbra).
Figyeljuk meg a 3.a, d, g abrakon milyen drasztiku-
san mas a két test athatdsa, amikor az y tengely (az
ellipszoid kozbiilso féltengelye) mentén ,érintik egy-
mast”, mint amikor az x vagy a z tengely (az ellip-
szoid legkisebb vagy legnagyobb féltengelye) mentén!

Nézzik, hogyan kapcsolodik a témiankhoz ez a
geometriai érdekesség. Egy olyan merev test mozgasi
energidja, amelynek a tomegkozéppontja éppen nyu-
galomban van, a

1
5
alakban irhat6. (Ezt a mozgisi energidt az inercia-
rendszerben mérik ekkoranak, de a képletben szerep-
16 6- és w-komponensek a testhez rogzitett GYFR-
ben, a fétengelyekkel kijelolt (x, y, ) koordinata-
rendszerben értelmezett értékek.) A (10) Osszefliggés
levezetését mell6zom, de maga a képlet kozépiskola-
soknak is ismerGs lehet, mert felbukkan a hétanban:
igy irjuk fel egy tobbatomos (harom forgasi szabadsa-
gi fokkal rendelkez6) molekula forgasi energidjat. Az

K= wai+%9ywi+%02a)zz 10
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3. dbra. Gomb és altalanos ellipszoid athatasa; a metszetgdrbék valtozasa a két test relativ mérete
fuggvényében.

(5) osszefliggések segitségével a (10) jobb oldalat
atirhatjuk gy, hogy szogsebesség helyett az impul-
zusmomentum komponenseivel legyen kifejezve:

2 2 2
= N + Ny + N2 . an
26, 26, 26,
Vezessuk be az
ai=2K6, a =2K6, al=2Kk6, 12

jeloléseket. A (12) jobb oldalain szereplé mennyisé-
gek a test mozgasa kozben nem vdltoznak, hiszen a
beporgetett és a levegében magara hagyott test K
mozgasi energidja dllando, és a fS tehetetlenségi nyo-
matékok is azok (az utobbiak csak a merev test f6-
tengelyekhez képest mért tomegeloszlasatol fligg-
nek). Az Gj jelolésekkel (11) az alabbi egyszerd alak-
ba irhato:

2 2 2

N, N, N

T i 13
2 2 2

a, a, a;

A (13) egyenletben egy origo-kozéppontu, a,, a,
és a, féltengelyekkel rendelkezd ellipszoid egyenle-
tére ismerlink ra. Olyan ellipszoid ez, amelyet nem a
valos 3-dimenzios térben, hanem az N,, N,, N, merG-
leges tengelyekkel jellemzett, elvont ,impulzusmo-
mentum-térben” kell elképzelni. Az ellipszoid alakjat
— a féltengelyek aranyat — a (12)-bél lathaté moédon a
0,, 6, 0.6 tehetetlenségi nyomatékok hatdrozzak
meg, tehat példaul a 6-9. képeken lithato tirgyak
mindegyikére egy-egy jellegzetes ellipszoidalakot
kapunk. Egy konkrét test kiilonb6z6 mozgisaihoz
kilonboz6 nagysagii ellipszoid tartozhat, hogy mek-
kora, azt — szintén a (12)-bdl lathaté moédon — a test
K mozgisi energidja donti el. Ez utdbbi okbdl a (13)
ellipszoidot mozgdsienergia-ellipszoidnak (K-ellip-
szoidnak) hivjuk.
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4. abra. Az N-gomb és a K-ellipszoid athatasa, allando értéken tar-
tott impulzusmomentum és egyre kisebb mozgasi energidk esetére.

Mint kordbban lattuk, a test N impulzusmomen-
tum-vektora is idében allando, de csak az inercia-
rendszerbdl nézve. Az N,, N,, N, komponensek vi-
szont a testhez rogzitett GYFR-ben vannak értelmez-
ve. Ebbdl a nézépontbol nézve maga az N vektor
nem alland6 (valtozasi titeme a (6) egyenletnek enge-
delmeskedik), de hossza igen:

NI+ N2+ N2 = N? = dllando, a4

A (14)-ben egy N sugarG gémb egyenletére isme-
rink. Ezt a gombot, mivel a nagysdagat az impulzus-
momentum értéke hatirozza meg, impulzusmomen-
tum-gombnek (N-gombnek) nevezziikk. Most mar ért-
hetd, hogyan kapcsolodik a tenisziit6-tételhez a gomb
és ellipszoid athatasat mutaté 3. dbra: mivel a szaba-
don hagyott test mozgasa soran mind a (13), mind a
(14) egyenletnek teljesiilnie kell, az N vektor vég-
pontjanak egyszerre rajta kell lennie a K-ellipszoid és
az N-gomb feliletén. Ez a végpont tehit csak a két
idom valamelyik metszelgérbéje mentén mozoghat.

A 4. és 5. abrdakon ugyanazon merev test kiillonbo-
z6 mozgasait kovethetjik nyomon az absztrakt impul-
zusmomentum-térben. (Pontosabban fogalmazva azt
kovethetjitk nyomon, hogy a testhez rogzitett nézs-
pontbdl az N vektor — és ezzel a testet kortilvevd iner-
ciarendszer, a ,kilvilag” — hogyan mozog. E mozgas
forditottjat végzi maga a test a kiilsé szemléls szerint.)
Ezek az dbrak megadjak a valaszt a (9) egyenletek
alatti bekezdésben feltett kérdésre: a 3 fétengely ko-
rili forgasok kozil melyek stabilak/instabilak, és
miért? A 4-5. abrakrol lehagytam azt a harom esetet,
amikor a forgds pontosan valamelyik f6tengely, mint
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a) 1,04

0,6

N;/N
=)
©

0,4

b)

N,/N

c) 1,04

N,/N

N;/N

d)

N/N

0,2

-0,2

~0,4

5. abra. Az N impulzusmomentum-vektor hirom komponensének
idofiiggése, a 4.a—d dbrakon vazolt esetekre.

forgastengely korul torténik; az a hirom 4bra teljesen
ugy nézne ki, mint a 3.a, d, g abrak. Tudjuk, hogy az
a harom eset egyensulyi, stacionarius allapot (az in-
doklas a (9) egyenletek alatti bekezdésben talalhato).
A stabilitas kérdését ugy kell eldonteni, hogy kicsit
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kimozditjuk a testet egy-egy ilyen egyensulyi allapot-
bol, és megnézzik, ilyen korilmények kozott hogyan
mozog tovabb.

A 4-5. abrakat a kovetkezSképpen készitettem:
valasztottam 3 kulonbozd szamértéket — az dbrak
megfelelS aleseteire mindig ugyanazokat—-a 6,, 6,, 6,
{5 tehetetlenségi nyomatékoknak (Ggy, hogy a Ox <
0, < 0, relacio teljesiljon), és megvalasztottam az N
vektor nagysagat, valamint hogy milyen kezdd irany-
ban alljon a GYFR-bdI nézve (ez utdbbi adat az abrak
(a)—(d) eseteire mas és mas, és ezt a kezdd irinyt
mindig Ggy jelodltem ki, hogy a harom f6tengely vala-
melyikéhez kozel legyen). Ezek az elre megadott
paraméterek a (11) osszefliggés alapjan egyértelmten
rogzitették a K mozgasi energia értékét, tehat a (13),
illetve a (14) alapjan felrajzolhatova valt a mozgasi-
energia-ellipszoid és az impulzusmomentum-gémb
(4. abra). Az N végpontja az ellipszoid és a gomb
valamelyik metszetgorbéjén mozog; hogy a két met-
szetgorbe kozil melyiken, az az N,(0), Ny(O), N,(0)
kezdéeértékekbdl kidertl. Annak kideritéséhez pedig,
hogy ezen a metszetgdrbén milyen irdnyban és mi-
lyen gyorsan fut végig az N végpontja, egyszerd sza-
mitdégépes programot irtam, amely a fent emlitett kez-
ddofeltételek mellett numerikusan integralja a (9) diffe-
rencidlegyenleteket. Az igy kiadodott N.(1), N, (),
N,(1) id6figgvényeket a 4. dbra egyes eseteire az 5.
abra megfelel6 grafikonjai mutatjak. Az idéfliggve-
nyek ismeretében a 4. dbran a metszetgdorbéken
pottyokkel jeloltem, hogy egyenletes idSkozonként
éppen hol tart az N vektor végpontja, a kis nyilak
pedig N mozgasanak az iranyat mutatjak.

A 4-5. abrakat atbongészve a kovetkezdket figyel-
hetjik meg:

e 4.aés 5.a abrdk: ha a testet majdnem az x ten-
gely — a legkisebb tehetetlenségi nyomatéku tengely —
kortil porgetjiik be (N,(0) > N,(0), N0)), akkor az N
végpontja mindvégig az N, tengely kozelében marad,
akoril imbolyog. (Ezt az @ szogsebességl forgashoz
képest lasst imbolygd mozgast precesszionak nevez-
ziik.) A valos térbeli mozgasra leforditva: a test x tenge-
lye az IR egy rogzitett irinya kordl végez kis pre-
cessziokat. A test x tengely kériili forgasa tebat stabil;
hiszen amikor az x tengely kortili stacionarius forgas-
hoz képest egy kicsit kimozditottuk a kezdd&allapotat,
mozgasa végig az egyensulyi allapot kozelében maradt.

e 4.d és 5.d abrak: ha a testet nagyjabol a z ten-
gely — a legnagyobb tehetetlenségi nyomatéka ten-
gely — koriil porgetjiik be (V,(0) > N, (0), N,(0)), ha-
sonlo a helyzet: az N vektor végpontja mindvégig az
N, tengely kozelében marad. A test z tengelye az IR
egy rogzitett irdnya (az N iranya) koril precesszal. A
lest z tengely koriili forgasa is stabil.

e 4.bés 5.b abrak: itt a testet gy inditjuk Utjara,
hogy majdnem az ytengely — a k6zbilsé tehetetlensé-
gi nyomateku tengely — kortl porgetjiik be (N,(0) >
N,(0), N,(0). Egészen mas mozgast kapunk, mint az
el6z6 két esetben. Két dologra figyelhetink fel. Egy-
részt a mozgas soran N, periodikusan elGjelet valt a
testhez rogzitett nézSpontbol nézve, vagyis a test sza-
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balyos idSkozonként ditfordul a térben, y tengelye az
IR-bSl nézve oda-vissza billeg. A test azon forgdsa
tebdt, amelyet az y tengely koriil inditunk, instabil;
hiszen amikor az y tengely kortli egyensulyi forgasi
allapothoz képest egy kicsit eltérd allapotbdl inditot-
tuk atnak, mozgisa az id§ folyaman drasztikusan
eltavolodott ett6l az egyensulyi allapottol. Az y ten-
gely oda-vissza atfordulasat mutat6 abrakkal érthets-
vé valt a cikk elején emlitett tenisziitGs tapasztalat. A
4.b abrabol az is lathato, hogy az N végpontjat jelké-
pezs pottyok a N, tengely kizeleben siriisidnek. Ez
azt jelenti, hogy a test tobb idét tolt a két szélsé alla-
potban, vagyis a nagyjabol ty tengely korili forga-
sokkal, mint azzal, hogy ,itbucskizzon” az egyik
sz€ls6 esetbdl a masikba. Ez a jelenség még jobban
megfigyelhet6 a 4.c és 5.c abrakon, ahol N,(0) =
0,999 N, tehat a testet képzeletben szinte pontosan az
y tengely kortli forgassal bocsatottam ttnak. (A 4.c
abran tehat egy hajszalnyit mas az ellipszis és a gdmb
athatasa, mint a 3.d dabran!)

Az 5. dabran az idStengelyt nem kalibraltam sza-
mokkal. Minden grafikont vizszintes irinyban akkora-
ra nyomtam 6ssze, hogy a folyamatoknak éppen egy-
egy teljes periddusa férjen ra. Ez a periédusidé azon-
ban az egyes esetekre eltérs. Az 5.b és 5.c abrak ko-
zott példaul nem csak az a kiilonbség, hogy az utob-
bin az N,/N két szélsG allapota ,vizszintesebb”, és
hosszabb ideig tart az elGjelvaltas idStartamahoz ké-
pest, hanem az is — ez az abrakbdl nem latszik, csak a
szamszerQ részletekbdl —, hogy a teljes periodusidd is
hosszabb, mint az 5.b dabran. Tehat minél inkabb si-
kertl a kezdeti beporgetéskor az N-t az y tengely ira-
nyéaba allitani, annal jobban elnytlik a folyamat teljes
periodusa. Ha sikertil(hetne) végtelen tizedesjegy pon-
tossagra az y tengely korul beporgetni a testet, akkor
az oda-vissza billegés periodusideje a végtelenhez tar-
tana, tehdt a test sosem fordulna at, mindvégig az y
tengely korul forogna. Ez (lenne) az az egyensulyi, sta-
ciondrius forgas, amirdl fentebb mar volt sz6.

Az xtengely és a z tengely kortli forgas tehat sta-
bil. De egyformdn stabilak-e? Ha a forgast végzd test-
ben valamilyen belsé disszipativ folyamat zajlik — a
kovetkezS szakaszban, a Kkisérletek kozott latunk
majd erre példat —, akkor a test K forgasi energidja
nem marad idében allando, egy része hévé alakul. A
lecsokkent forgdsi energia kisebb K-ellipszoidot jelent.
Ugyanakkor a test impulzusmomentuma, tehat az
N-gomb mérete allandé marad, hiszen a belsé erdk
nem fejtenek ki a testre eredd forgatonyomatékot. Ha
ilyen kortlmények kozott a testet kezdetben példaul
nagyjabol az x tengely koril porgetjik be, tehat ko-
rilbelil a 4.a abran lathatd allapotbol (az egyik
,pottybd1”) inditjuk ki, a K csokkenése miatt az N
vektor precesszids mozgasa nem valhat tartdssa, €és a
mozgas végsd soron ,a 4.d dabran tali” allapotban kot
ki, amikor a K-ellipszoid mar a lehetS legkisebb, és
csak az N, tengely két pontjiban érinti az N-gdbmbot.
Disszipativ hatasok jelenlétében tehat a test mozgasa
végsS soron z tengely korili forgdssa alakul: a test
legstabilabb forgdsa a legnagyobb tebetetlenségi nyo-
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matéku fotengely koriili forgas, ehhez tartozik adott
impulzusmomentum mellett a lehetS legkisebb moz-
gasi energia. A kovetkez$ szakaszban latni fogjuk,
hogy e jelenség bemutatasara leghétkdznapibb tar-
gyaink némelyikével kifejezetten egyszerd és latva-
nyos kisérletet lehet végezni.

Kisérletek

Az y tengely korul forgiasba hozott test oda-vissza
billegését Dzsanibekov-hatasnak is nevezik, Viagyi-
mir Dzsanibekov Urhajos tiszteletére. Dzsanibekov
egy 1985-0s Urutazds alkalmaval fedezte fel, hogy
amikor egy szdrnyas anyacsavart leporget a csavara-
rol, az a levegében — a sulytalansagban — Ggy porog
tovabb, hogy szimmetriatengelyét oda-vissza billegteti
a térben. Inkabb ujrafelfedezés volt ez, hiszen a koz-
builsS tehetetlenségi nyomaték tétele mar a 19. szazad
els6 felétdl ismert volt a fizikdban, de Dzsanibekov
el6tt talan senkinek nem volt még alkalma ennyire
dobbenetes litvinyként megtapasztalni. Most mar
mindannyian megtehetjiik, példaul egy YouTube-on
taldlhat6 NASA-videoklip megtekintésével [4]. Erde-

6. kép. Tiplikkel elldtott fahasab, hidrom kulonbozé f6 tehetetlen-
ségi nyomatékkal: 6, < 6, < 6,. Lasd a 6va és 6vb videoklipekel,
amelyek megtekinthet6k a QR-kodokra kattintva, illetve az 1. és 2.
labjegyzet segitségével.
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mes meggyGz&dni réla, hogy ez a viltozat tényleg
mennyivel latvinyosabb, mint a levegébe dobott te-
nisziits egyetlen dtforduldsa. A dolog kulcsa a siilyta-
lansag, hiszen a kikapcsolt hajtomivel lebegé trhajo-
ban, mint inerciarendszerben, az egyhelyben lebegé
és csak forgd mozgast végzs test tetszGlegesen hosz-
szG ideig tanulmidnyozhat6. Igaz, hogy a feldobott
teniszité is salytalanul, szabadon mozog a levegs-
ben, de reptilése nagyon rovid ideig tart, és azalatt is
lassan forog a levegSben. Célunk, hogy foldi koril-
mények kozott is hasonld személyes élményt éljink
at, mint Dzsanibekov vagy a NASA-videoklipet rogzi-
t6 Urhajosok. Ehhez célszerl a nagy teniszité helyett
inkdbb valamilyen kis targyat hasznilni, és azt nagy
kezdd szogsebességgel beporgetni. Az Grhajosok ma-
guk is sulytalanul lebegnek, tehat kényelmes nézé-
pontbdl tudjak a test forgasat figyelni: a térnek mind-
végig ugyanarra a pontjara szogezhetik tekintetiiket.
Ezt elvileg a Foldon is utanozhatnank (példaul megte-
hetnénk, hogy egy 20 méter magas ugrotoronybol
vizbe ugranank, és az elrugaszkodas pillanataban
beporgetnénk és rogton ki is engednénk a keziinkbdl
a kis targyat, ilyen modon a vizbeérésig kortlbelil 2
masodpercig kozelrdl figyelhetnénk a targy forgasat),
ez azonban kicsit kortilményes és talan veszélyes is
lenne. Erdemes inkdbb stabilan allni a foldon, amikor
a targyat eldobjuk. Ezzel feladjuk az inerciarendszer-
beli néz&pontot, hiszen a szabadon, relaxalt allapot-
ban mozgd targy hozzank képest parabolapilyan
gyorsul, és ezt tekintetiinkkel sajnos kovetniink kell,
viszont az effektus sok esetben igy is nagyon szépen
lathat6. A mozgas részletesebb megfigyeléséhez pe-
dig a targyrol lassitott felvételben videot készithetiink.
Ehhez nem feltétlentl kell driga és nagy berendezés,
sok didknak van példaul olyan mobiltelefonja, amely-
ben beépitett funkcit a lassitott felvétel. En a Canon
SX60-HS tipust, bridge-kategorids fényképez&gépe-
met haszndltam mind a normal videdk, mind a lassi-
tott felvételek elkészitésére. Ez a fényképez&gép
(igaz, nagyon kis felbontas mellett) 8-szorosra lassi-
tott videok felvételére képes.

Talan a legegyszerbb alakzat, amellyel a tenisz-
uts-tétel demonstralhato, a téglatest. A 6. kép két né-
zetbSl mutat egy fabol késziilt téglatestet, amelynek
oldalkozéppontjaiba 6 fatipli van merdlegesen befur-
va. (Halas koszonetemet fejezem ki Posfai Jozsefnek,
akia 6. képen lathatd mellett tobb méretben és méret-
arannyal készitett nekem ilyen remek kisérleti eszko-
zoket.) A tiplik egyrészt fizikailag is lathatova teszik a
f6 tehetetlenségi tengelyeket, masrészt — és ez sokkal
fontosabb — az eszkozt a tipliknél fogva konnyd nagy
szogsebességgel beporgetni a fétengelyek korul.
Hogy a videdkon és az €16 kisérletben is jobban ko-
vethetSk legyenek a test kiillonféle mozgasai, a tenge-
lyek porzitiv oldalat kilonbozé szinekkel jeloltem
meg: zolddel az x, pirossal az y, kékkel pedig a z ten-
gelyét. Mint a 6va videc' mutatja, valos idében, sza-

'Megtaldlhatd a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/6va
helyen.
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7. kép. Harom kiillonbozé targy legobol. A fekete tengely az adott targy a) legkisebb, b) kozbiilss, ¢ legnagyobb f6 tehetetlenségi nyoma-
téka. Lasd a 7va és 7vb videoklipeket, amelyek megtekinthetSk a QR-kodokra kattintva, illetve a 3. és 4. labjegyzet segitségével.

bad szemmel is jol lathato az y tengely koruli forgas
instabil jellege, illetve az x és z tengely kortli forga-
sok stabilitisa. Ha az y tengely korul porgetjik be a
testet, az 5.c dbra kapcsan részletezett okbol nagy
eséllyel nem az atbucskazas kozben fogjuk elkapni,
hanem akkor, amikor éppen egész szimu atfordulast
végzett. Nagyon kis gyakorlas kell ahhoz, hogy a tes-
tet fel-feldobalva mindig egy teljes atfordulas utan,
ellentétes oldalaval érjen vissza a keztinkbe az y ten-
gely. Ez jol lathat6 a Gva video kozépsG szegmensé-
ben, amelynek felvételét szinte semekkora gyakorlas

8. kép. Plusstargyak, harom kiilonb6z6 {6 tehetetlenségi nyomaték-
kal: 6, < 6, < 0,. Lasd a Sva és Svb videoklipeket, amelyek megte-
kinthet6k a QR-kodokra Kattintva, illetve az 5. és 6. labjegyzet segit-
ségével.

A FIZIKA TANITASA

nem el6zte meg. A 6vb vide6? ugyanezen test mozga-
sat mutatja a harom fétengely kortl, lassitott felvétel-
ben. A megfigyelési id6 ,széthtzasaval” nagyon szé-
pen visszakapjuk az tGrhajosok altal filmre vett dobbe-
netes latvanyt. (Szubjektiv megjegyzés: a dobdlgatha-
t6 fahasab nem csak kisérleti eszkoznek, hanem Kki-
kapcsolodast nyujto ,fidget” jatéknak is nagyszerd.)

Legobdl is nagyon egyszerten épithetiink kisérleti
eszkozt. A 7. képen lathatd modellek elkészitésénél az
motivalt, hogy a Dzsanibekov-féle szarnyas anyahoz
hasonld szimmetridju eszkozzel végezzek kisérlete-
ket. Itt nem egyetlen targyat porgettem be a hirom
fétengelye koril, hanem haromféle tirgyat egy-egy
fétengelye koril. Ehhez egy olyan egyszerd alapele-
met készitettem, amelybe kiilonboz6 hosszisaga ten-
gelyeket lehet illeszteni: a 7.a, b és ¢ képeken a fekete
tengely hossza rendre 12, 6, illetve 3 egység. A fekete
tengely az igy kapott tirgyaknak rendre a legkisebb, a
kozbiilsé, illetve a legnagyobb tehetetlenségi nyoma-
téka fétengelye lett, ezt tikrozik a tengelyek eltérs
bettjelei a 7.a, b és ¢ képeken. A 7Va videon® valos
sebességgel figyelhet§ meg a 3 test mozgasa. A vided
kozépsS szegmensében tisztan kiveheté és nagyon
izgalmas latvanyt nyuajt a targy teljes atforduldsa a
térben. A 7vb video” ismét azt szemlélteti, hogy érde-
mes lassitva is megnézni a hiromféle mozgast.

Az elméleti lefrasban felbukkant K-ellipszoid ad-
hatja az otletet, hogy a kisérleteinkhez keressiink
olyan targyat is, amelynek tényleges alakja altalanos
ellipszoid vagy ahhoz hasonl6. Ezeknek kiilon peda-
goOgiai haszna van: a didkokkal meg lehet beszélni,
hogy a (homogén tomegeloszlasinak tekintett) targy
ellipszoid alakja milyen kapcsolatban van az absztrakt
impulzusmomentum-térben 1étezd K-ellipszoid alak-
javal. (A vilasz: jellegét tekintve forditott kapcsolat-
ban. A K-ellipszoid az N, tengely irdnyaban a leglela-
pultabb, mig a targy az x tengely mentén a leghosz-
szabb, mindkett§ azért, mert az x tengely kortli for-
gashoz tartozik a legkisebb tehetetlenségi nyomaték.)
A 8. képen lathato plisstargyak kozel ellipszoid ala-
kaak. Szigortan véve nem merev testek, rdadasul a

*Megtalalhaté a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/6vb
helyen.

*Megtaldlhatd a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/7va
helyen.

iMegtaldlhato a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/7vb
helyen.
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8.b képen szereplS kutyanak lifegs file, farka, labai
vannak, de — mint a Sva’® és Svb° lassitott videckon
lathato — ezek a plisstargyak is teljesen alkalmasak a
tenisziité-tétel bemutatasara.

A kovetkez6 példaval visszatérek a téglatesthez (9.
kép). Ez talin a legegyszertibb kisérleti eszkoz az
0sszes koziil, és bizonyos szempontbol a legtanulsa-
gosabb. A dobozos gytimolcslét — de a dobozos tej-
szin is éppen ilyen jol mikodik — aranylag nagy tome-
ge miatt egy kézzel is konnyU felhajitani a levegébe
ugy, hogy jo pontossaggal az y tengelye koril kezd-
jen porogni. A mozgas azonban nem ugy folytatodik,
ahogy egy merev testtdl a teniszitS-tétel alapjan var-
nank: a doboz az eldobis utan szinte azonnal befor-
dul olyan iranyba, hogy amerre eredetileg az y tenge-
lye nézett, most a z tengelye fog nézni, és onnantol
kezdve végig a z tengely koriil forog. A kisérlet na-
gyon jol megfigyelhets szabad szemmel, illetve valos
sebességl videon, mar csak azért is, mert a doboz
feltin6en mas iranyban all, amikor elkapjuk, mint
amikor feldobtuk: ,lapjaval” beporgetve dobtuk fel,
és mindig az ,élével” érkezik vissza a keziinkbe. A 9v
video' kézépsé szegmense ezt a jelenséget mutatja
lassitva. (A lassitott videon ismét hagytam, hogy a
targy leessen a foldre, hogy szabadesése minél hosz-
szabban megfigyelhets legyen.) E jelenség okarol
fentebb mar volt sz6: a test azért dllapodik meg a leg-
nagyobb tehetetlenségi nyomatéka tengely kortili
forgasnal, mert porgése kozben van egy mechaniz-
mus — az almalé turbulens 4dramlasa a dobozban —,
amely disszipdlja a kezdeti forgasi energia egy részét.
Az almalés dobozt tehit a 4.c abranak megfelels alla-
potbdl inditottam ki, és abban a forgasi dllapotban
stabilizdlta magat, amelyben a K-ellipszoid olyan ki-
csi, hogy mar csak az NV, tengely mentén érinti az
N-gombot. (Szemléletes kép lenne, csak pontatlan,
azt mondani, hogy a folyamat kézben a K-ellipszoid
fokozatosan ,belezsugorodott” az N-gombbe. Azért
pontatlan, mert amig a doboz belsejében a folyadék-
molekulak kilonbozé iranyokban aramlanak, nem
hasznalhato a teljes mozgasi energia leirasara a — csak
merev testre érvényes — (11) Osszefliggés, tehit a
K-ellipszoid fogalma sem.) Ha azt akarjuk, hogy az
almalés doboz is produkilja a Dzsanibekov-hatast,
merev testet kell csindlni belSle. Erre két egyszerd
modot taldltam: az elsG esetben az almalét fél napig a
mélyhttébe tettem, tehat a dobozt a kisérlet alatt mar
jeggé fagyott almalé toltotte ki. Ezt mutatja a 9v vide6
elsé szegmense. A dobozra filctollal nagy ,J” bett
irtam, hogy konnyen megkiilonboztethets legyen az
eredeti kisérlettl. Mint a videon lathato, a fagyott
almalés dobozzal szépen bemutathaté a Dzsanibe-
kov-hatas. A masik lehetGség: meginni az almalevet.
Az Ures doboz mar merev testként viselkedik. Ez lat-

Megtalalhaté a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/8va
helyen.

®Megtaldlhatd a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/8vb
helyen.

"Megtaldlhat6 a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/9v
helyen.
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9. kép. Dobozos almalé, harom kiilonb6z6 f6 tehetetlenségi nyoma-
tekkal: 6, < 6, < 6.. Lasd a 9v videoklipet, amely megtekinthets a
QR-kodra kattintva, illetve a 7. labjegyzet segitségével.

haté a 9v vide6 harmadik szegmensén, amelyen a
dobozra filctollal nagy ,U” betd van irva (az ires al-
malés doboz lathat6 a 9. képen is). Vannak azért elté-
rések: az Ures doboz nagyon kis tomegu, sokkal ne-
hezebb vele a kisérletet elvégezni, mint a fagyott al-
malés dobozzal. Még két kézzel fogva sem konnyd
olyan kiegyenlitetten feldobni, hogy éppen az y ten-
gely kortl kezdjen gyors forgasba. Ha a kisérletet a
szabadban végezziik, a kis tomeg miatt arra is tigyelni
kell, hogy teljes szélcsend legyen. Ha nincs, a didkok-
kal azt is meg lehet figyelni és diszkutilni lehet, mi-
lyen valtozasokat okozhat az elméleti esethez képest
egy-egy széllokeés.

A fenti kisérleti eszk6zok csak néhany példat mu-
tattak arra, hogy egyszerd targyakat hasznalva is élve-
zettel és sokoldaltan lehet tanulmanyozni a tenisz-
uts-tételt és a hozza kapcsolodo jelenségeket. Ha az
embert elkapja a teniszit6-tétel laza, a lakasiaban
jarva-kelve szinte mindenttt kiprobalasra érdemes ki-
sérleti eszkozoket talal.

Kiegészités az elmélethez:
a Terry Tao-féle magyarazat

A cikk fenti, csatolt differencidlegyenletekre, elvont
impulzusmomentum-térre hivatkoz6 elméleti Ossze-
foglaloja esetleg hidnyérzetet hagyhat az olvasoban.
Nincs-e olyan, legalabb kvalitativ magyarazat a tenisz-
uts-tételre, amely a test tomegpontjaira hatd erdk se-
gitségével az atbucskiazdst okozo fizikai mechaniz-
must” vilagitja meg, és igy talan kozvetlenebbiil érthe-
t6 egy elsGéves vagy egy kozépiskolas szamara? A va-
laszt (de igen, van) és a magyarazatot 7erry Tao mate-
matikus adta meg néhdny évvel ezelStt egy internetes
forumon [5]. Az alabbiakban ezt az érvelést foglalom
Ossze. Tekintstik a 70.a abran lathatd merev testet.
Ez egy elhanyagolhat6 tomegt (az dbran szirkével je-
161t négyzet alaka lapbol, valamint 2-2 hozzaerdsitett
pontszerd tomegbdl all, amelyekre M > m. Kis utana-
gondolassal belathat6, hogy a 10.a dbran az x*, y*
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a)

10. abra. 2(M+ m) tomegl merev test forgasa pontosan a) a legki-
sebb, illetve b) a kozbiilsé tehetetlenségi nyomatéki tengely kordl.

és z* tengelyek rendre a test legkisebb, kozbiilss és
legnagyobb tehetetlenségi nyomatékua fGtengelyeivel
esnek egybe, 0sszhangban az eddigi bettjeloléseink-
kel. A test mozgasanak elemzését viszont most nem a
testhez rogzitett GYFR-bGI €s nem is az IR-bSI végez-
zik, hanem egy olyan vonatkoztatisi rendszerbdl,
amely az IR-hez képest az adott pillanatban éppen a
test @ pillanatnyi szégsebességével forog. Erre utal a
tengelyek megcsillagozasa is; fontos tudatositani,
hogy ezek a tengelyek nincsenek a testhez rogzitve,
hanem valamelyikiik — hogy melyik, azt mindig el6re
eldontjuk — mindvégig a pillanatnyi @ irinyaval esik
egybe, a masik kett§ pedig ezzel az w-val forog az IR-
hez képest. A 10.a és a 11.a dbrdkon az x* tengely
esik egybe az @ vektorral, tehat ez a test mozgasanak
pillanatnyi forgastengelye, a 10.b és a 11.b dbrakon
pedig az y* tengely. A test mozgasit az m és M to-
megpontokra hatd erdk segitségével fogjuk elemezni,
amelyekbe a csillagos vonatkoztatdsi rendszerben
bele kell érteni a centrifugilis erét és a Coriolis-erst
is, hiszen ez a vonatkoztatdsi rendszer az IR-hez ké-
pest forog. (A neve a tovabbiakban: forgd vonatkozta-
tasi rendszer, ,FVR”.)

A 10.a dabran a test pontosan a legkisebb tehetet-
lenségi nyomatéku fétengelye kortil forog, az x™* for-
gastengely egybeesik a test x f6tengelyével. Ilyenkor
az @ mellett (az dbrin nem jeldlt) N impulzusmomen-
tum is az x* tengely irdnydban 4ll (emlékeztetsiil az
ok: az (5) Osszeftiggések). A test a FVR-bdl nézve
nyugalomban van. Erékkel gy magyarazhatjuk ezt
az egyensulyt, hogy mindkét m tomegre hat egyfeldl
a forgd nézGpontbdl szarmazo fiktiv F ¢ centrifugalis
erd, masfeldl a szlirke lapban valésiagosan ébredé F,
hazoders, és a két erd kiejti egymast. Stabil-e ez az
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a)

11. abra. A 10. abran lathatd merev test forgasa, amikor a pillanatnyi
forgastengely (az x*, illetve az y* tengely) kicsit eltér a test a) legki-
sebb, illetve b) kozbilsS tehetetlenségi nyomatéku fétengelyétdl.

egyensuly? A valaszt mar tudjuk: igen. De nézzik,
hogyan indokolhatjuk ezt erdkkel. Tekintsiink egy
olyan, kicsit kibillentett helyzetet, amikor az x* pilla-
natnyi forgastengely nem egészen esik egybe a test x
tengelyével. Ezt a helyzetet a 7171.a abra mutatja. Ek-
kor a két M tomegpont nincs rajta a forgastengelyen,
tehat Mr@* nagysaga F centrifugalis er6 hat rajuk,
amely igyekszik az M-eket a forgastengelytdl eltavo-
litani, tehdt az egész testet az (x*, y*) sikhoz képest
még jobban kibillenteni (raz M tomegpontok x™* ten-
gelytSl mért tavolsiga, amit az dbran bettvel nem
jelolok). Egy ilyen kibillentéssel szemben az m tome-
geknek ,nincs semmi kifogdsa”, hiszen az & pozicio-
juk az (x* »* 2% koordinita-rendszerben ettdl
nem valtozik. A forgiastengelytsl tivolodni kezdd
M-ekre viszont, amint a FVR-ben valamilyen v* se-
bességre tesznek szert, egyenként Fo, = 2Mv*x @
Coriolis-er$ kezd hatni, kezdetben a 11.a dbran jel-
zett iranyban. A két M tomegpont megprobal elmoz-
dulni a Coriolis-erék iranyaba, ez viszont — a lemez-
ben ébred6 mechanikai fesziiltségek kozvetitésével —
a kis m tomegpontok helyén is érezteti hatasat, hi-
szen ahhoz, hogy az M tomegek a Coriolis-er6nek
engedelmeskedve kimozduljanak a (x*, 2*) sikbol,
,magukkal kell rantaniuk” az m tomegeket is, ame-
lyektSl most mar az van elvarva, hogy kimozduljanak
az (y*, %) sikbol. A nagy M tomegek a kis m tome-
geket meggy6zGen tudjak ,rabeszélni” erre a kimoz-
dulasra, mert a Coriolis-er6k az M-mel aranyosak,
tehat nagyok, az m tomegpontok pedig, kis tomegiik
miatt, nem tudnak ellenillni a lemezben ébredd nagy
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haz6-nyir6 er6knek. A Coriolis-eré igy tehat eredmé-
nyesen eltériti a M tomegeket az x™* tengelytd] elfelé
mutatod iranytol, és palyajukat begorbiti. Mihelyt a
palya begorbiil, a Coriolis-eré iranya is elfordul a
11.a abran jelzett irinyhoz képest befelé, az x* ten-
gely felé, hiszen F, mindig merdSleges az M tomegek
pillanatnyi sebességére. Végeredményben - allitja
Tao okfejtése — a két M tomegpont az x* tengely
korul ,inog”, ahogy a 11.a abra vékony szaggatott
gOrbéi jelzik, és az egész test — mereven megtartva az
alakjat — az x™ tengely koriil ,billeg”.

A 10.b és 11.b abrak lényegében ugyanezt a szi-
tudciot mutatjak, csak az m és M tomegek szerepcse-
réjével, de ez a szerepcsere az érvelés végeredményét
drasztikusan modositja. A 70.b dbrdn a forgastengely
az y* tengely, ami most egybeesik a test kozbiilsé
tehetetlenségi nyomatéku fétengelyével. Az @a 10.a
abraboz hasonlé6 médon parhuzamos az N impulzus-
momentummal, a test a FVR-b&l nézve ismét nyuga-
lomban van (mindkét M tomegnél a rdjuk hatd F
centrifugalis er6 és F, huzoerS kiejti egymast). Tud-
juk, hogy az egyensulyi allapot ezuattal instabil. Ho-
gyan lehetséges ez? A magyarazathoz ismét billentsiik
ki egy kicsit a testet az egyensulyi helyzetbdl: porges-
siik be tgy, hogy az y* pillanatnyi forgistengely ne
pontosan essen egybe a test y tengelyével (11.b ab-
ra). A két m tdmegpont lekertlt a forgastengelyrdl,
tehat mrw* nagysaga F . centrifugalis er6 hat rajuk,
amely igyekszik Sket a forgastengelytSl még jobban
eltavolitani, azaz a testet az (x*, y*) sikhoz képest
még jobban megdonteni. Ez az egyre nagyobb kibil-
lentés nyugodtan végbemehet, az M tomegek nem fej-
tenek ki vele szemben ellenallast, mert ez az elmoz-
dulas az ¢ poziciojukat haboritatlanul hagyja: 6k to-
vabbra is az x* tengely két atellenes pontjan marad-
hatnak. A forgastengelytdl tavolodni kezdS m-ekre a
FVR-ben a Coriolis-ers is elkezd hatni a 11.b dbran
mutatott irdinyokban, ez az er§ mindkét testre F., =
2 mv*x @, ahol v™* az adott test sebessége a FVR-ben.
Csakhogy ezek a Coriolis-er6k az m-mel aranyosak,
tehdt nagyon kicsik. Amikor megprobiljak — a lemez-
ben ébredS mechanikai fesziiltségek kozvetitésével —
a nagy M-eket kimozditani az (x*, 2*) sikbol, ezen
tomegpontok nagy tehetetlensége miatt kudarcot val-
lanak. A kis m-eknek tehat csak az a mozgasa marad-
hat meg, amellyel szemben a nagy M-ek nem fejtenek
ki ellenillast, tehit az, hogy a centrifugilis er$ hatasa-
ra tovabb tdvolodnak az y* forgistengelytdl, és a test
egyre jobban beddl az (x*, y*) sikhoz képest. Az y
tengely korili forgas tehat instabil, mert ha az y ten-

gelyt egy picit kibillentjiik a »* forgistengely irinya-
bol, akkor gyorsulva egyre jobban eltértl ettSl az
iranytol. Ez az eltdvolodas természetesen nem folyta-
todhat a végtelenségig. Onnant6l kezdve, hogy az m
tomegpontok atlendiilnek az (x*, 2*) sikon, a rajuk
hat6 centrifugalis erd, amely tovdbbra is elfelé mutat
az y* tengelytdl, mir lassitja ket, mig végiil az m-ek
az y* tengely kozvetlen kozelében megallnak, és az
egész folyamat kezd visszafelé lejatszodni, azutan
pedig periodikusan ismétlédik.

A Terry Tao-féle, kissé elnagyolt magyarazat érde-
me, hogy azokhoz is kozelebb viheti a tenisztits-tétel
megértését, akik szamara az erGk — koztik a tehetet-
lenségi ,er6k” — viliga ismerGs terep, de talin megret-
tennek a K-ellipszoidra és N-gombre éptils, absztrak-
tabbnak tiné gondolatmenettSl. Ugyanakkor a Tao-
féle érvelés csak a 10.a dbrdn lathatdbhoz hasonlo,
specidlis tomegeloszlasu targyakra mikodik meggys-
zGen, és legfeljebb kvalitativ magyarazatot ad. Emel-
lett olyan koordinata-rendszert hasznal, amelyben az
wvan nyugalomban, ez pedig nem is inerciarendszer,
nem is a tirgyhoz rogzitett nézGpont, €és az, hogy a
targy hogyan mozog e vonatkoztatdsi rendszerhez
képest, nehezebben atlathat6 magyarazatot ad a je-
lenségrdl, mint ha eleve arra a kérdéstinkre adnd meg
a vilaszt, hogy miként mozog a tirgy az IR-hez ké-
pest. Mindenképpen érdemesnek latom ezért az ér-
dekl6ds didkokat megismertetni a K-ellipszoidra és
N-gombre épllé geometriai levezetéssel is, még ak-
kor is, ha az minden érintettSl nagyobb eréfeszitést
igényel. Az a levezetés barmilyen alaka targyra altala-
nosan mukodik, és kvantitativ magyarazatot ad a
targy mozgasanak Osszes fontos részletére. Riadasul a
geometriai targyalasmod — amely egyébként Jacques
Philippe Marie Binet (1786-1856) és attételesen Louis
Poinsot (1777-1859) nevéhez flzédik — eleganciaja-
val, matematikai szépségével szinte ugyanolyan le-
nylgdz6 élményt nyajthat tanarnak és didknak, mint
a fizikai jelenség, amelyet leir.
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A szerkeszt6bizottsag fizika tanitasaért felelés
tagjai kérik mindazokat, akik a fizika vonzébba

tétele, a tanitas eredményességének fokozasa

érdekében uj modszerekkel, elképzelésekkel
prébalkoznak, hogy ezeket osszak meg a
Fizikai Szemle hasabjain az olvas6kkal!
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