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Az alábbi írás témája – a címbõl nehezen kikövet-
keztethetõ módon – az úgynevezett teniszütõ-tétel
(Tennis Racket Theorem), más néven a közbülsõ te-
hetetlenségi nyomatékú tengely tétele. A Barátaim:
Tigris és Micimackó animációs sorozat Mackó po-
csék napja címû epizódjában van egy jelenet [1],
amelyben egy levegõbe felhajított sárgarépa fejbeta-
lál és bekapcsol egy játékrobotot, az végigmegy a
szekrény tetején, ráesik egy székre lefektetett tenisz-
ütõ nyelére, a teniszütõ erre pörögve felrepül, és
több fordulat után Micimackó fején landol. A jelene-
tet látva biztosak lehetünk benne, hogy az animáció
készítõi egyszerûen matematikailag elõírták, hogy a
teniszütõ a levegõben szép szabályosan forogjon a
tömegközéppontján átmenõ tengely körül. Ha ren-
des fizikai modellt használtak volna, akkor rögtön
látták volna, hogy az ütõ nem így száll a levegõben.
Aki teniszezik, játék után az öltözõbe menet gyakran
érez kísértést, hogy szórakozottan feldobálja az ütõ-
jét, mégpedig úgy, hogy elõször lapjával vízszinte-
sen tartja, mint egy palacsintasütõt, majd a nyelénél
fogva maga felé pörgetve feldobja, és egyetlen for-
dulat után ismét a nyelénél elkapja. Rögtön észre is
vehet egy furcsaságot: a feldobott ütõ pörgés köz-
ben automatikusan átfordul a levegõben, és a nem
várt oldalával felfelé érkezik vissza a játékos kezébe.
Ebbõl a gyakori tapasztalatból ered a cikk elején
említett teniszütõ-tétel elnevezés. A másik elnevezés
háttere: a merev testeknek három fõ tehetetlenségi
nyomatéka van (a részleteket lásd lejjebb), és több-
ségüknél ez a három mind különbözõ számértékû;
van tehát köztük egy legkisebb, egy legnagyobb, és
egy közbülsõ nagyságú. A közbülsõ tehetetlenségi
nyomatékú tengely körüli forgás – épp ilyen a te-
niszütõ azon forgása, amit a Micimackó-epizódban
mutatnak – instabil, gyakorlatilag sosem játszódhat

le úgy, ahogy a mesefilmben látjuk. A [2] videóban
különbözõ márkájú ütõkkel illusztrálják a tényleges
effektust. A kísérlet egyszerûen elvégezhetõ, termé-
szetesen nemcsak teniszütõvel, hanem bármilyen
merev testtel, amelynek három fõ tehetetlenségi
nyomatéka mind különbözõ. (A mobiltelefonjukat
szórakozottan feldobálók is rácsodálkozhatnak a
meglepõ, bucskázó mozgásra.)

A cikket kettõs céllal írtam. Az egyik, hogy – egye-
temi szintû tankönyvek [3] tárgyalására alapozva –
olyan elméleti összefoglalót adjak errõl az érdekes fi-
zikai hatásról, amely egyrészt kellõen precíz és mély-
reható, másrészt részletei egy elsõéves mérnökhallga-
tó vagy akár egy középiskolás tanuló számára is vé-
gigkövethetõk. A másik cél – ezzel függ össze a cikk
címe – olyan egyszerû kísérleti eszközöket javasolni a
hatás szemléltetésére, amelyekkel a tanulók a tante-
remben vagy akár otthon, saját maguk is könnyen
próbálgathatják az effektust. A javasolt kísérletek ki-
gondolásánál az motivált, hogy látványosabbak, él-
ményszerûbbek legyenek, mint a teniszütõs változat,
a kísérleti eszközök pedig kisméretûek, közvetlenül
hozzáférhetõk vagy könnyen elkészíthetõk legyenek,
és kevésbé törékenyek, mint a mobiltelefon vagy a tv-
távirányító.

Elméleti magyarázat

A merev testek forgásának általános leírását lehetõvé
tevõ matematikai „nehéztüzérségbõl” éppen csak
annyit hagyok meg, ami a jelenség pontos megértésé-
hez elég. Szerencsére a szükséges matematika nem
bonyolultabb annál, amivel középiskolások, de külö-
nösen elsõéves hallgatók amúgy is találkozhatnak.

Az 1. ábrán egy r helyvektorral rendelkezõ m tö-
megpont látható, amely körmozgást végez. A mozgást
olyan vonatkoztatási rendszerbõl figyeljük, amelynek
origója az O pont, innen mutat r a tömegpontra. Úgy
is fogalmazhatunk, hogy ebben a vonatkoztatási rend-
szerben az r „nyíl” kezdõpontja áll, végpontja pedig
körpályán mozog. Az ωω szögsebességvektor a kör-
mozgás síkjára merõleges, irányát a jobbcsavarsza-
bályból tudjuk megállapítani. A tömegpont kerületi
sebessége az ábra szerint v = ω r⊥ = ω r sinα. Az ábráról
az is leolvasható, hogy v merõleges az ωω és r által
kifeszített síkra, azaz v (ωω×r). Ezt a két eredményt
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összekombinálhatjuk egyetlen vektori szorzattá: v =

1. ábra. Körmozgást végzõ tömegpont.
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2. ábra. Vonatkoztatási rendszerek: inerciarendszer (IR) és „gyo-
morforgató rendszer” (GYFR).
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ωω×r. Mivel a sebesség a helyvektor változási üteme,
az elõzõ összefüggés így is írható:

ahol a szimbólum fölé írt pont az adott mennyiség idõ

(1)ṙ = ωω × r,

szerinti differenciálhányadosát jelöli.
A mechanikában nagyon hasznos fogalom az N

impulzusmomentum. Perdületnek is hívjuk, kicsit
megtévesztõ elnevezéssel, mert N akkor – például
egyetlen tömegpont mozgása esetén – is jól használ-
ható mennyiség, amikor semmi sem „perdül”. Egy r
helyvektorral rendelkezõ, mv impulzusú tömegpont –
mint amilyent az 1. ábra mutat – O origóra vonatkozó
impulzusmomentumát az

képlet definiálja. N iránya a keresztszorzás jobbkéz-

(2)N ≡ r × m v

szabályával könnyen megállapítható (lásd 1. ábra ).
Az (1) és (2) képletekbõl leolvasható, hogy ha a tö-
megpont sebességét növelni kezdjük, a v -vel együtt
|ωω| és |N| is arányosan nõ, azaz |ωω| és |N| egy-
mással is minden pillanatban egyenesen arányosak.
(Ugyanakkor maga az N vektor nem egyszerûen az ωω
vektor állandó számszorosa, mert a két vektor nem
feltétlenül párhuzamos, lásd az 1. ábrát.) Ugyanez a
helyzet, ha nem egyetlen tömegpontról, hanem kiter-
jedt merev testrõl van szó. Az ilyen testnek ugyanis
szükségszerûen olyan a mozgása, hogy minden pilla-
natban létezik a térben egy pillanatnyi forgástengely,
amely körül a test összes pontja éppen ugyanazzal
az ωω pillanatnyi szögsebességgel végez egy körmoz-
gásdarabkát (kivéve azokat a tömegpontokat, ame-
lyek éppen a forgástengelyen vannak). A merev test
teljes impulzusmomentuma az egyes tömegpontok
impulzusmomentumának összege:

A jobb oldalon szereplõ tagok nagysága az elõzõ be-

N ≡
i

r i × mi v i .

kezdés szerint egyenként mind egyenesen arányos az
adott tömegpont szögsebességével, amelyrõl viszont
most láttuk, hogy egy-egy pillanatban minden tömeg-

pontra ugyanaz. Azt a felfedezést, hogy a merev test
N pillanatnyi impulzusmomentuma lineáris kapcso-
latban áll a test ωω pillanatnyi szögsebességével, így
írhatjuk fel:

ahol tehát θ nem egyetlen szám, hiszen két nem fel-

(3)N = θ ωω ,

tétlenül párhuzamos 3D vektor közötti lineáris kap-
csolatot fejezi ki. A θ neve: tehetetlenséginyomaték-
tenzor. Egy adott koordináta-rendszerben – amelyben
N és ωω vektorok a három komponensükkel írhatók fel
– θ egy 3×3-as mátrix alakjában adható meg.

A (3) egyenletben szereplõ N és ωω vektorok egy
adott vonatkoztatási rendszerben „mérõdnek”, onnan
nézve van fizikai tartalmuk. Ettõl függetlenül ezekre a
vektorokra – elfeledkezve fizikai jelentésükrõl –, mint
adott hosszúságú és tájolású „nyilakra a térben” más
vonatkoztatási rendszerekbõl is ránézhetünk, és a li-
neáris kapcsolatot kifejezõ (3) egyenletet természete-
sen ezekbõl a nézõpontokból is pillanatról pillanatra
igaznak találjuk. Amikor pedig (3)-at kiírjuk három kü-
lön skalár komponensegyenletként, azok konkrét alak-
ja már nem csak attól függ, milyen vonatkoztatási rend-
szert választunk, hanem attól is, hogy azon belül mi-
lyen irányban vesszük fel a koordinátatengelyeket,
amelyekre vetítve leolvassuk a két vektor komponen-
seit. Vonatkoztatási rendszerre mutat két példát a 2.
ábra, amelyen egy világûrben szabadon lebegõ ûrka-
bint látunk, benne egy szabadjára engedett, bucskázó-
forgó mozgást végzõ merev téglatesttel. (Az alábbi tár-
gyalás semmit sem veszít általános érvényébõl, ha mos-
tantól kezdve feltételezzük, hogy a téglatest tömegkö-
zéppontja nyugalomban van az ûrkabinhoz képest.)

Az ûrkabin, mint vonatkoztatási rendszer, inercia-
rendszer (IR): ha egy mozgást ennek falaihoz viszo-
nyítva írunk le és elemzünk, joggal használhatjuk New-
ton törvényeit. Ha pedig képzeletben a bucskázó-
forgó téglatesthez rögzítjük magunkat, és ehhez viszo-
nyítva írjuk le a környezõ jelenségeket, egy másik vo-
natkoztatási rendszert kapunk; ebben úgy érezhetjük
magunkat, mint a földi kiképzéskor a centrifugába be-
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szíjazott ûrhajósok, akik a külvilágot vadul összevissza
mozogni látják. Ezért a téglatesthez rögzített vonatkoz-
tatási rendszert gyomorforgató rendszernek (GYFR)
nevezem. A 2. ábra szorosan kapcsolódik a témánk-
hoz, mert a cikk elején említett feldobott teniszütõ – a
feldobás és az elkapás között legalábbis – szabadesést
végez, súlytalanságban van, tehát éppen úgy „érzi ma-
gát”, mint a 2. ábrán látható téglatest, amit például az
ûrkabin utasa perdített be valahogyan, azután elen-
gedte, és most figyeli a mozgását. (Az ûrhajós elõnyö-
sebb helyzetben van, mint a teniszezõ, mert a hasáb
forgása tetszõlegesen hosszú ideig folytonosan megfi-
gyelhetõ, míg a Földön a kezünkbõl kiengedett tenisz-
ütõ 1-2 másodperc alatt leesik.)

A következõ lépés, hogy a (3) egyenletet kompo-
nens alakban írjuk fel. Erre vonatkoztatási rendszer-
ként nem az IR-t, hanem a GYFR-t fogjuk választani.
Igaz, hogy végsõ soron arra akarunk fényt deríteni,
milyen mozgást végez a téglatest (a GYFR) az ûrkabin
(az IR) falaihoz képest – vagy a teniszütõ egy földi
inerciarendszerhez képest –, de semmit sem veszí-
tünk azzal, ha a fordított kérdésre találjuk meg a vá-
laszt. Ha ugyanis le tudjuk írni az ûrkabin mozgását a
téglatesthez rögzített nézõpontból, akkor a minket
érdeklõ kérdésre is rögtön választ kapunk, hiszen a
két relatív mozgás egyszerûen egymás fordítottja. Ez
természetesen még nem magyarázza, hogy miért kife-
jezetten elõnyösebb a GYFR-t választani nézõpont-
nak, mint az IR-t. A válasz: azért, mert míg az ûrkabin-
ból nehéz matematikai alakban megfogalmazni a kér-
désünket (hogyan mozog a levegõben bucskázó tég-
latest?), addig a téglatesthez rögzített nézõpontból
nagyon egyszerûen és elegánsan tudjuk matematikai
formába önteni a fordított kérdést (hogyan mozog
körülöttünk az ûrkabin?). Erre az egyszerû és elegáns
megfogalmazásra az ad lehetõséget, hogy a magára
hagyott téglatestre nem hat semmilyen erõ, tehát nem
hat rá forgatónyomaték sem, ezért az N impulzusmo-
mentuma idõben állandó. Az, hogy az N idõben ál-
landó (tehát mindig „a térnek” ugyanabba az irányába
mutat), csak inerciarendszerbõl nézve igaz, mert az
elõzõ mondatban dõlt betûvel írt fizikai törvény, az
úgynevezett impulzusmomentum-tétel, a Newton-
axiómákból következik, márpedig azok csak inercia-
rendszerben érvényesek. Tehát akárhogy is forog,
bukfencezik a magára hagyott téglatest az ûrkabin
belsejében, az N-vektora az ûrkabinhoz képest állan-
dó tájolású; ha az N „nyíl” kezdõpontját a téglatest
álló tömegközéppontjába képzeljük, akkor végpontja
az ûrkabin falának mindig ugyanarra a pontjára mu-
tat. Most már érthetõ, miért érdemes a GYFR nézõ-
pontjába helyezkednünk: ha le tudjuk írni a GYFR-
hez képest ezen egyetlen vektor mozgását (idõbeli
változását), akkor magának az ûrkabinnak a mozgását
sikerült leírnunk, ami viszont inverz módon az eredeti
kérdésünkre is megadja a választ.

A természet még ezenfelül is a segítségünkre siet.
Éppen a testhez rögzített GYFR-ben teszi lehetõvé,
hogy az N idõbeli változását leíró egyenleteket a lehe-
tõ legegyszerûbb matematikai alakban fogalmazhas-

suk meg. Bármilyen ugyanis a merev test alakja (tég-
latest, teniszütõ, krumpli stb.), a testhez rögzített vo-
natkoztatási rendszerben az egymásra merõleges
koordinátatengelyek irányának ügyes megválasztásá-
val mindig elérhetõ, hogy a (3) egyenlet komponen-
sekkel felírt alakja ilyen legyen:

amelyben tehát a θ tehetetlenséginyomaték-tenzor

(4)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Nx

Ny

Nz

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

θ x 0 0

0 θ y 0

0 0 θ z

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

ω x

ω y

ω z

,

diagonális, azaz csak a fõátlóban vannak nemzérus
elemei, és azok konstansok. Az egyenleteket egyen-
ként kiírva:

E speciális koordináta-rendszer x, y, z tengelyeit

(5)

Nx = θ x ω x ,

Ny = θ y ω y ,

Nz = θ z ω z .

fõtengelyeknek hívjuk, θx -et, θy -t és θz -t pedig a test
három fõ tehetetlenségi nyomatékának. A fõtengelyek
fizikai jelentése kiolvasható az (5) egyenletekbõl: ha a
testet úgy pörgetjük be, hogy ωω történetesen az egyik
ilyen tengely irányába mutat, vagyis három kompo-
nense közül csak az egyik nem nulla, akkor (5) sze-
rint az N vektornak is csak ugyanez a komponense
lesz nullától különbözõ, vagyis ekkor N ωω. (Általá-
nos mozgásnál az N ωω nem szokott teljesülni.) A θx,
θy, θz fõ tehetetlenségi nyomatékok a tehetetlen tö-
meggel analóg fizikai fogalmak: azt fejezik ki, meny-
nyire nehéz forgásba hozni a testet az egyes fõtenge-
lyek körül. A fõtengelyek mindig átmennek a merev
test tömegközéppontján. Téglatest esetén egybeesnek
a test három szimmetriatengelyével. Az x, y, z betûk-
kel jelölt tengelyek a 6–9. képek mindegyikén az adott
test fõtengelyeit mutatják.

Foglaljunk össze néhány fontos eddigi pontot. Az
(x, y, z ) koordináta-rendszert a GYFR-hez rögzítet-
tük, origója a test tömegközéppontjában van, ami az
IR-hez képest áll, a koordinátatengelyek pedig együtt
forognak a testtel. Az ωω vektor a test pillanatnyi szög-
sebességét jelenti az IR-bõl nézve, N pedig a test im-
pulzusmomentuma; ez utóbbi az IR-bõl nézve állan-
dó (az ûrkabinnak ugyanarra a pontjára mutat), a
GYFR-bõl nézve viszont – bár nagysága ebbõl a né-
zõpontból nézve is állandó – ide-oda billeg, változ-
tatja orientációját a testhez rögzített koordinátatenge-
lyekhez képest. A (5) egyenletekben szereplõ vektor-
komponensek az N és ωω vektoroknak ebben a külön-
leges koordinátarendszerben leolvasott vetületei. Az
egyenletekben megjelenõ θx, θy és θz mennyiségek a
test merevsége miatt idõben állandók, de az N- és
ωω-komponensek a test mozgása során változnak. Az
N vektor GYFR-bõl észlelhetõ billegéseit az Nx (t ),
Ny (t ), Nz (t ) függvények írják le, feladatunk ezek
meghatározása.
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A továbblépést az a felismerés adja, hogy mivel a
test az ûrkabinhoz képest éppen ωω pillanatnyi szögse-
bességgel forog, az ûrkabin – és vele együtt az N vek-
tor is! – a testhez képest éppen −ωω szögsebességgel
forog. Vagyis a GYFR nézõpontjából az N vektor ép-
pen úgy viselkedik, mint az 1. ábrán az r vektor az
ábrát felrajzoló ember nézõpontjából, azzal a különb-
séggel, hogy most az N végpontja ellenkezõ irányban
fordul el, mint az 1. ábrán az r végpontja. Ezek sze-
rint lemásolhatjuk az (1) egyenletet, és r → N, ωω → (−ωω)
betûcserékkel a mostani helyzetre érvényes egyenle-
tet kapunk [a GYFR nézõpontjából]:

ahol az utolsó lépésben felhasználtam a keresztszor-

(6)Ṅ = (−ωω) × N = N × ωω ,

zás úgynevezett antikommutatív tulajdonságát. (5)
alapján a (6) egyenletet komponensalakban is kiírhat-
juk [a GYFR nézõpontjából]:

ahol ex, ey és ez az (x, y, z ) koordináta-rendszer egy-

(7)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

θ x ω̇ x

θ y ω̇ y

θ z ω̇ z

=

e x e y e z

θ x ω x θ y ω y θ z ω z

ω x ω y ω z

,

ségvektorai, és a jobb oldalon a keresztszorzás szabá-
lyának könnyû megjegyzésére szolgáló úgynevezett
determinánsalak szerepel. A keresztszorzást elvégez-
ve az alábbi 3 komponensegyenletet kapjuk [a GYFR
nézõpontjából!]:

Az (5) összefüggések segítségével kiküszöbölve az

(8)

θ x ω̇ x = θ y ω y ω z − θ z ω z ω y ,

θ y ω̇ y = θ z ω z ω x − θ x ω x ω z ,

θ z ω̇ z = θ x ω x ω y − θ y ω y ω x .

ωω-komponenseket a (8) egyenleteket ilyen alakba
írhatjuk át [a GYFR nézõpontjából!]:

A (9) egyenleteket, amelyek az N idõbeli viselkedé-

(9)

Ṅx =
θ y − θ z

θ y θ z

Ny Nz ,

Ṅy =
θ z − θ x

θ z θ x

Nz Nx ,

Ṅz =
θ x − θ y

θ x θ y

Nx Ny .

sét írják le a testhez képest, a forgómozgás Euler-
egyenleteinek hívjuk. Ha ezt a három csatolt differen-
ciálegyenletet megoldjuk az Nx (t ), Ny (t ), Nz (t ) függ-
vényekre, választ kapunk arra, hogy a merev test
orientációja miként fog változni az IR-hez képest, ha a
kezdõ idõpillanatban adott módon bepörgetjük, majd
szabadon engedjük. Van valami, amit már számolás
nélkül, ránézésre meg tudunk állapítani: ha sikerülne

„végtelen tizedesjegy pontossággal” valamelyik fõten-
gely körül bepörgetni a testet, akkor ez a fõtengely az
IR-ben végig megõrizné irányát, a test ezután csakis e
körül a tengely körül forogna. Ez onnan látszik – pél-
dának az x tengely körüli bepörgetést használom, de
az érvelés a másik két tengelyre is ugyanez –, hogy ha
a (9) egyenleteknek az Nx (0) ≡ N, Ny (0) ≡ 0, Nz (0) ≡ 0
kezdõfeltételeket adjuk, tehát az impulzusmomentum
kezdetben hajszálpontosan x irányú, akkor mindhá-
rom egyenlet jobb oldala azonosan nulla, tehát a
GYFR-bõl nézve egyik impulzusmomentum-kompo-
nens sem változik idõben. Ez azt jelenti, hogy – eb-
ben a példában – az N végig az x tengely irányában
fog állni, illetve megfordítva: az x tengely, ami most a
forgástengely, az IR-ben végig ugyanabba az irányba
fog mutatni. Ezt a fajta helyzetet stacionárius forgás-
nak nevezzük. Mindhárom fõtengely körüli forgás
tehát stacionárius forgás, egyfajta egyensúlyi helyzet.
A kérdés, hogy stabilak-e ezek az egyensúlyi helyze-
tek. Különösen arra vagyunk kíváncsiak, hogy miért
lesz drasztikusan más az az eset, amikor a közbülsõ
tehetetlenségi nyomatékú fõtengely körül pörgetjük
be a testet, mint amikor a másik két fõtengely körül.
Miért hívhatjuk a közbülsõ fõtengely körüli forgást
instabilnak, és hogy néz ki pontosan a test mozgása
ebben az esetben?

A (9) egyenletek teljesen szimmetrikusak az x, y, z
alsó indexekre, azt gondolhatnánk, hogy az Nx (t ),
Ny (t ), Nz (t ) idõfüggvényeknek muszáj azonos módon
viselkedniük. Ez azonban csalóka. Az olyan testekre,
mint például a 6–9. képeken látható tárgyak, a θx, θy,
θz fõ tehetetlenségi nyomatékok mind különbözõk,
tehát nagyság szerint sorrendbe állíthatók. Ez viszont
azzal jár, hogy a (9) Euler-egyenletek közül kettõben
negatív lesz a

együttható, egyben viszont pozitív. Ha például θx < θy

θ i − θ j

θ i θ j

< θz (mostantól a cikk példáiban a koordináta-rend-
szert mindig úgy veszem fel, hogy ez a reláció telje-
süljön), akkor a (9) középsõ egyenlete, az Ny -ra vo-
natkozó fog másként viselkedni, mint a másik kettõ.
Általánosan tehát: azon Ni -komponens „mozgás-
egyenlete”, amely a közbülsõ nagyságú θi szerinti
irányba mutat, alapvetõen, jellegében eltér a másik
kettõétõl. Ezzel algebrailag máris érthetõvé vált, miért
várhatjuk, hogy a közbülsõ tehetetlenségi nyomatékú
fõtengely körüli forgás teljesen más viselkedést mu-
tasson, mint a másik két fõtengely körüli forgás.

Mielõtt konkrét példákon megvizsgálnánk, milyen
megoldást adnak a (9) egyenletek különbözõ kezdõ-
feltételek mellett, érdemes megnéznünk egy másik,
különösen elegáns magyarázatot a teniszütõ-tétel
jelenségére. Ez geometriai diagramokkal, intuitív mó-
don világítja meg az y tengely eltérõ viselkedését. A
geometriai tárgyalás egy tisztán matematikai kérdésre
épül: hogyan néz ki egy gömb és egy általános (nem
hengerszimmetrikus) ellipszoid áthatása a két idom
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relatív méretének függvényé-

3. ábra. Gömb és általános ellipszoid áthatása; a metszetgörbék változása a két test relatív mérete
függvényében.

x
y

z

x

z

y
x

z

y

x

z

y
x

z

y

x
y

z

x

z

y

a) b) c) d)

e) f) g)

ben? A 3. ábrasorozat mutatja
az azonos középponttal ren-
delkezõ ellipszoidot és göm-
böt. Az ellipszoid mérete a
3.a és 3.g ábrák között fo-
lyamatosan csökken, és a
koordinátatengelyeket úgy
vettem fel, hogy azok egybe-
essenek az ellipszoid szim-
metriatengelyeivel. Az ellip-
szoid három különbözõ fél-
tengellyel rendelkezik (az
ellipszoid-féltengely analóg
fogalom a gömb sugarával). A
3.a ábrán az ellipszoid legki-
sebb féltengelye éppen akko-
ra, mint a gömb sugara, tehát
a gömb teljesen az ellipszoid
belsejében helyezkedik el, és
mindössze az x tengely két
átellenes pontján érinti azt. Ha az ellipszoid méretét
kicsit csökkentjük (3.b–c ábra ), a két test metszete
mindig két görbét ad, amelyek szimmetrikusan he-
lyezkednek el az x tengely pozitív és negatív félegye-
nese körül. Ha az ellipszoid éppen akkora, hogy a
középsõ féltengelye egyezik meg a gömb sugarával, a
3.d ábrán látható helyzet áll elõ. Mondhatjuk, hogy
az ellipszoid ekkor az y tengely két átellenes pontján
„érinti a gömböt”, ez azonban feltûnõen más helyzet,
mint amit a 3.a ábrán az x tengelyen látunk. Az ellip-
szoidot tovább zsugorítva (3.e–f ábra ) jellegre ugyan-
az ismétlõdik meg a z tengely irányában, mint ami a
folyamat elején történt az x tengely mentén. Végül,
amikor az ellipszoid már olyan kicsi, hogy a legna-
gyobb féltengelye egyezik meg a gömb sugarával, a
gömb teljes egészében körülveszi az ellipszoidot, és a
metszetgörbék ismét két ponttá zsugorodnak össze,
ezúttal a z tengely két átellenes oldalán (3.g ábra ).
Figyeljük meg a 3.a, d, g ábrákon milyen drasztiku-
san más a két test áthatása, amikor az y tengely (az
ellipszoid közbülsõ féltengelye) mentén „érintik egy-
mást”, mint amikor az x vagy a z tengely (az ellip-
szoid legkisebb vagy legnagyobb féltengelye) mentén!

Nézzük, hogyan kapcsolódik a témánkhoz ez a
geometriai érdekesség. Egy olyan merev test mozgási
energiája, amelynek a tömegközéppontja éppen nyu-
galomban van, a

alakban írható. (Ezt a mozgási energiát az inercia-

(10)K = 1
2

θ x ω 2
x + 1

2
θ y ω 2

y + 1
2

θ z ω 2
z

rendszerben mérik ekkorának, de a képletben szerep-
lõ θ - és ω -komponensek a testhez rögzített GYFR-
ben, a fõtengelyekkel kijelölt (x, y, z ) koordináta-
rendszerben értelmezett értékek.) A (10) összefüggés
levezetését mellõzöm, de maga a képlet középiskolá-
soknak is ismerõs lehet, mert felbukkan a hõtanban:
így írjuk fel egy többatomos (három forgási szabadsá-
gi fokkal rendelkezõ) molekula forgási energiáját. Az

(5) összefüggések segítségével a (10) jobb oldalát
átírhatjuk úgy, hogy szögsebesség helyett az impul-
zusmomentum komponenseivel legyen kifejezve:

Vezessük be az

(11)K =
N 2

x

2 θ x

+
N 2

y

2 θ y

+
N 2

z

2 θ z

.

jelöléseket. A (12) jobb oldalain szereplõ mennyisé-

(12)a 2
x ≡ 2 K θ x , a 2

y ≡ 2 K θ y , a 2
z ≡ 2 K θ z

gek a test mozgása közben nem változnak, hiszen a
bepörgetett és a levegõben magára hagyott test K
mozgási energiája állandó, és a fõ tehetetlenségi nyo-
matékok is azok (az utóbbiak csak a merev test fõ-
tengelyekhez képest mért tömegeloszlásától függ-
nek). Az új jelölésekkel (11) az alábbi egyszerû alak-
ba írható:

A (13) egyenletben egy origó-középpontú, ax, ay

(13)
N 2

x

a 2
x

+
N 2

y

a 2
y

+
N 2

z

a 2
z

= 1.

és az féltengelyekkel rendelkezõ ellipszoid egyenle-
tére ismerünk rá. Olyan ellipszoid ez, amelyet nem a
valós 3-dimenziós térben, hanem az Nx, Ny, Nz merõ-
leges tengelyekkel jellemzett, elvont „impulzusmo-
mentum-térben” kell elképzelni. Az ellipszoid alakját
– a féltengelyek arányát – a (12)-bõl látható módon a
θx, θy, θz fõ tehetetlenségi nyomatékok határozzák
meg, tehát például a 6–9. képeken látható tárgyak
mindegyikére egy-egy jellegzetes ellipszoidalakot
kapunk. Egy konkrét test különbözõ mozgásaihoz
különbözõ nagyságú ellipszoid tartozhat, hogy mek-
kora, azt – szintén a (12)-bõl látható módon – a test
K mozgási energiája dönti el. Ez utóbbi okból a (13)
ellipszoidot mozgásienergia-ellipszoidnak (K -ellip-
szoidnak) hívjuk.
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Mint korábban láttuk, a test N impulzusmomen-

4. ábra. Az N-gömb és a K -ellipszoid áthatása, állandó értéken tar-
tott impulzusmomentum és egyre kisebb mozgási energiák esetére.

Nz
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a) b)

c) d)

5. ábra. Az N impulzusmomentum-vektor három komponensének
idõfüggése, a 4.a–d ábrákon vázolt esetekre.
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tum-vektora is idõben állandó, de csak az inercia-
rendszerbõl nézve. Az Nx, Ny, Nz komponensek vi-
szont a testhez rögzített GYFR-ben vannak értelmez-
ve. Ebbõl a nézõpontból nézve maga az N vektor
nem állandó (változási üteme a (6) egyenletnek enge-
delmeskedik), de hossza igen:

A (14)-ben egy N sugarú gömb egyenletére isme-

(14)N 2
x + N 2

y + N 2
z = N 2 = állandó.

rünk. Ezt a gömböt, mivel a nagyságát az impulzus-
momentum értéke határozza meg, impulzusmomen-
tum-gömbnek (N-gömbnek) nevezzük. Most már ért-
hetõ, hogyan kapcsolódik a teniszütõ-tételhez a gömb
és ellipszoid áthatását mutató 3. ábra: mivel a szaba-
don hagyott test mozgása során mind a (13), mind a
(14) egyenletnek teljesülnie kell, az N vektor vég-
pontjának egyszerre rajta kell lennie a K -ellipszoid és
az N-gömb felületén. Ez a végpont tehát csak a két
idom valamelyik metszetgörbéje mentén mozoghat.

A 4. és 5. ábrákon ugyanazon merev test különbö-
zõ mozgásait követhetjük nyomon az absztrakt impul-
zusmomentum-térben. (Pontosabban fogalmazva azt
követhetjük nyomon, hogy a testhez rögzített nézõ-
pontból az N vektor – és ezzel a testet körülvevõ iner-
ciarendszer, a „külvilág” – hogyan mozog. E mozgás
fordítottját végzi maga a test a külsõ szemlélõ szerint.)
Ezek az ábrák megadják a választ a (9) egyenletek
alatti bekezdésben feltett kérdésre: a 3 fõtengely kö-
rüli forgások közül melyek stabilak/instabilak, és
miért? A 4–5. ábrákról lehagytam azt a három esetet,
amikor a forgás pontosan valamelyik fõtengely, mint

forgástengely körül történik; az a három ábra teljesen
úgy nézne ki, mint a 3.a, d, g ábrák. Tudjuk, hogy az
a három eset egyensúlyi, stacionárius állapot (az in-
doklás a (9) egyenletek alatti bekezdésben található).
A stabilitás kérdését úgy kell eldönteni, hogy kicsit
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kimozdítjuk a testet egy-egy ilyen egyensúlyi állapot-
ból, és megnézzük, ilyen körülmények között hogyan
mozog tovább.

A 4–5. ábrákat a következõképpen készítettem:
választottam 3 különbözõ számértéket – az ábrák
megfelelõ aleseteire mindig ugyanazokat – a θx, θy, θz
fõ tehetetlenségi nyomatékoknak (úgy, hogy a θx <
θy < θz reláció teljesüljön), és megválasztottam az N
vektor nagyságát, valamint hogy milyen kezdõ irány-
ban álljon a GYFR-bõl nézve (ez utóbbi adat az ábrák
(a)–(d) eseteire más és más, és ezt a kezdõ irányt
mindig úgy jelöltem ki, hogy a három fõtengely vala-
melyikéhez közel legyen). Ezek az elõre megadott
paraméterek a (11) összefüggés alapján egyértelmûen
rögzítették a K mozgási energia értékét, tehát a (13),
illetve a (14) alapján felrajzolhatóvá vált a mozgási-
energia-ellipszoid és az impulzusmomentum-gömb
(4. ábra ). Az N végpontja az ellipszoid és a gömb
valamelyik metszetgörbéjén mozog; hogy a két met-
szetgörbe közül melyiken, az az Nx (0), Ny (0), Nz (0)
kezdõértékekbõl kiderül. Annak kiderítéséhez pedig,
hogy ezen a metszetgörbén milyen irányban és mi-
lyen gyorsan fut végig az N végpontja, egyszerû szá-
mítógépes programot írtam, amely a fent említett kez-
dõfeltételek mellett numerikusan integrálja a (9) diffe-
renciálegyenleteket. Az így kiadódott Nx (t ), Ny (t ),
Nz (t ) idõfüggvényeket a 4. ábra egyes eseteire az 5.
ábra megfelelõ grafikonjai mutatják. Az idõfüggvé-
nyek ismeretében a 4. ábrán a metszetgörbéken
pöttyökkel jelöltem, hogy egyenletes idõközönként
éppen hol tart az N vektor végpontja, a kis nyilak
pedig N mozgásának az irányát mutatják.

A 4–5. ábrákat átböngészve a következõket figyel-
hetjük meg:

• 4.a és 5.a ábrák: ha a testet majdnem az x ten-
gely – a legkisebb tehetetlenségi nyomatékú tengely –
körül pörgetjük be (Nx (0) >> Ny (0), Nz(0)), akkor az N
végpontja mindvégig az Nx tengely közelében marad,
akörül imbolyog. (Ezt az ωω szögsebességû forgáshoz
képest lassú imbolygó mozgást precessziónak nevez-
zük.) A valós térbeli mozgásra lefordítva: a test x tenge-
lye az IR egy rögzített iránya körül végez kis pre-
cessziókat. A test x tengely körüli forgása tehát stabil;
hiszen amikor az x tengely körüli stacionárius forgás-
hoz képest egy kicsit kimozdítottuk a kezdõállapotát,
mozgása végig az egyensúlyi állapot közelében maradt.

• 4.d és 5.d ábrák: ha a testet nagyjából a z ten-
gely – a legnagyobb tehetetlenségi nyomatékú ten-
gely – körül pörgetjük be (Nz (0) >> Nx (0), Ny (0)), ha-
sonló a helyzet: az N vektor végpontja mindvégig az
Nz tengely közelében marad. A test z tengelye az IR
egy rögzített iránya (az N iránya) körül precesszál. A
test z tengely körüli forgása is stabil.

• 4.b és 5.b ábrák: itt a testet úgy indítjuk útjára,
hogy majdnem az y tengely – a közbülsõ tehetetlensé-
gi nyomatékú tengely – körül pörgetjük be (Ny(0) >>
Nx (0), Nz (0)). Egészen más mozgást kapunk, mint az
elõzõ két esetben. Két dologra figyelhetünk fel. Egy-
részt a mozgás során Ny periodikusan elõjelet vált a
testhez rögzített nézõpontból nézve, vagyis a test sza-

bályos idõközönként átfordul a térben, y tengelye az
IR-bõl nézve oda-vissza billeg. A test azon forgása
tehát, amelyet az y tengely körül indítunk, instabil;
hiszen amikor az y tengely körüli egyensúlyi forgási
állapothoz képest egy kicsit eltérõ állapotból indítot-
tuk útnak, mozgása az idõ folyamán drasztikusan
eltávolodott ettõl az egyensúlyi állapottól. Az y ten-
gely oda-vissza átfordulását mutató ábrákkal érthetõ-
vé vált a cikk elején említett teniszütõs tapasztalat. A
4.b ábrából az is látható, hogy az N végpontját jelké-
pezõ pöttyök a ±Ny tengely közelében sûrûsödnek. Ez
azt jelenti, hogy a test több idõt tölt a két szélsõ álla-
potban, vagyis a nagyjából ±y tengely körüli forgá-
sokkal, mint azzal, hogy „átbucskázzon” az egyik
szélsõ esetbõl a másikba. Ez a jelenség még jobban
megfigyelhetõ a 4.c és 5.c ábrákon, ahol Ny (0) =
0,999N, tehát a testet képzeletben szinte pontosan az
y tengely körüli forgással bocsátottam útnak. (A 4.c
ábrán tehát egy hajszálnyit más az ellipszis és a gömb
áthatása, mint a 3.d ábrán! )

Az 5. ábrán az idõtengelyt nem kalibráltam szá-
mokkal. Minden grafikont vízszintes irányban akkorá-
ra nyomtam össze, hogy a folyamatoknak éppen egy-
egy teljes periódusa férjen rá. Ez a periódusidõ azon-
ban az egyes esetekre eltérõ. Az 5.b és 5.c ábrák kö-
zött például nem csak az a különbség, hogy az utób-
bin az Ny /N két szélsõ állapota „vízszintesebb”, és
hosszabb ideig tart az elõjelváltás idõtartamához ké-
pest, hanem az is – ez az ábrákból nem látszik, csak a
számszerû részletekbõl –, hogy a teljes periódusidõ is
hosszabb, mint az 5.b ábrán. Tehát minél inkább si-
kerül a kezdeti bepörgetéskor az N-t az y tengely irá-
nyába állítani, annál jobban elnyúlik a folyamat teljes
periódusa. Ha sikerül(hetne) végtelen tizedesjegy pon-
tosságra az y tengely körül bepörgetni a testet, akkor
az oda-vissza billegés periódusideje a végtelenhez tar-
tana, tehát a test sosem fordulna át, mindvégig az y
tengely körül forogna. Ez (lenne) az az egyensúlyi, sta-
cionárius forgás, amirõl fentebb már volt szó.

Az x tengely és a z tengely körüli forgás tehát sta-
bil. De egyformán stabilak-e? Ha a forgást végzõ test-
ben valamilyen belsõ disszipatív folyamat zajlik – a
következõ szakaszban, a kísérletek között látunk
majd erre példát –, akkor a test K forgási energiája
nem marad idõben állandó, egy része hõvé alakul. A
lecsökkent forgási energia kisebb K-ellipszoidot jelent.
Ugyanakkor a test impulzusmomentuma, tehát az
N-gömb mérete állandó marad, hiszen a belsõ erõk
nem fejtenek ki a testre eredõ forgatónyomatékot. Ha
ilyen körülmények között a testet kezdetben például
nagyjából az x tengely körül pörgetjük be, tehát kö-
rülbelül a 4.a ábrán látható állapotból (az egyik
„pöttybõl”) indítjuk ki, a K csökkenése miatt az N
vektor precessziós mozgása nem válhat tartóssá, és a
mozgás végsõ soron „a 4.d ábrán túli” állapotban köt
ki, amikor a K -ellipszoid már a lehetõ legkisebb, és
csak az Nz tengely két pontjában érinti az N-gömböt.
Disszipatív hatások jelenlétében tehát a test mozgása
végsõ soron z tengely körüli forgássá alakul: a test
legstabilabb forgása a legnagyobb tehetetlenségi nyo-
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matékú fõtengely körüli forgás, ehhez tartozik adott

6. kép. Tiplikkel ellátott fahasáb, három különbözõ fõ tehetetlen-
ségi nyomatékkal: θx < θy < θz. Lásd a 6va és 6vb videoklipeket,
amelyek megtekinthetõk a QR-kódokra kattintva, illetve az 1. és 2.
lábjegyzet segítségével.

y

z

x

6va

6vb

a)

b)

impulzusmomentum mellett a lehetõ legkisebb moz-
gási energia. A következõ szakaszban látni fogjuk,
hogy e jelenség bemutatására leghétköznapibb tár-
gyaink némelyikével kifejezetten egyszerû és látvá-
nyos kísérletet lehet végezni.

Kísérletek

Az y tengely körül forgásba hozott test oda-vissza
billegését Dzsanibekov-hatásnak is nevezik, Vlagyi-
mir Dzsanibekov ûrhajós tiszteletére. Dzsanibekov
egy 1985-ös ûrutazás alkalmával fedezte fel, hogy
amikor egy szárnyas anyacsavart lepörget a csavará-
ról, az a levegõben – a súlytalanságban – úgy pörög
tovább, hogy szimmetriatengelyét oda-vissza billegteti
a térben. Inkább újrafelfedezés volt ez, hiszen a köz-
bülsõ tehetetlenségi nyomaték tétele már a 19. század
elsõ felétõl ismert volt a fizikában, de Dzsanibekov
elõtt talán senkinek nem volt még alkalma ennyire
döbbenetes látványként megtapasztalni. Most már
mindannyian megtehetjük, például egy YouTube-on
található NASA-videoklip megtekintésével [4]. Érde-

mes meggyõzõdni róla, hogy ez a változat tényleg
mennyivel látványosabb, mint a levegõbe dobott te-
niszütõ egyetlen átfordulása. A dolog kulcsa a súlyta-
lanság, hiszen a kikapcsolt hajtómûvel lebegõ ûrhajó-
ban, mint inerciarendszerben, az egyhelyben lebegõ
és csak forgó mozgást végzõ test tetszõlegesen hosz-
szú ideig tanulmányozható. Igaz, hogy a feldobott
teniszütõ is súlytalanul, szabadon mozog a levegõ-
ben, de repülése nagyon rövid ideig tart, és azalatt is
lassan forog a levegõben. Célunk, hogy földi körül-
mények között is hasonló személyes élményt éljünk
át, mint Dzsanibekov vagy a NASA-videoklipet rögzí-
tõ ûrhajósok. Ehhez célszerû a nagy teniszütõ helyett
inkább valamilyen kis tárgyat használni, és azt nagy
kezdõ szögsebességgel bepörgetni. Az ûrhajósok ma-
guk is súlytalanul lebegnek, tehát kényelmes nézõ-
pontból tudják a test forgását figyelni: a térnek mind-
végig ugyanarra a pontjára szögezhetik tekintetüket.
Ezt elvileg a Földön is utánozhatnánk (például megte-
hetnénk, hogy egy 20 méter magas ugrótoronyból
vízbe ugranánk, és az elrugaszkodás pillanatában
bepörgetnénk és rögtön ki is engednénk a kezünkbõl
a kis tárgyat, ilyen módon a vízbeérésig körülbelül 2
másodpercig közelrõl figyelhetnénk a tárgy forgását),
ez azonban kicsit körülményes és talán veszélyes is
lenne. Érdemes inkább stabilan állni a földön, amikor
a tárgyat eldobjuk. Ezzel feladjuk az inerciarendszer-
beli nézõpontot, hiszen a szabadon, relaxált állapot-
ban mozgó tárgy hozzánk képest parabolapályán
gyorsul, és ezt tekintetünkkel sajnos követnünk kell,
viszont az effektus sok esetben így is nagyon szépen
látható. A mozgás részletesebb megfigyeléséhez pe-
dig a tárgyról lassított felvételben videót készíthetünk.
Ehhez nem feltétlenül kell drága és nagy berendezés,
sok diáknak van például olyan mobiltelefonja, amely-
ben beépített funkció a lassított felvétel. Én a Canon
SX60-HS típusú, bridge-kategóriás fényképezõgépe-
met használtam mind a normál videók, mind a lassí-
tott felvételek elkészítésére. Ez a fényképezõgép
(igaz, nagyon kis felbontás mellett) 8-szorosra lassí-
tott videók felvételére képes.

Talán a legegyszerûbb alakzat, amellyel a tenisz-
ütõ-tétel demonstrálható, a téglatest. A 6. kép két né-
zetbõl mutat egy fából készült téglatestet, amelynek
oldalközéppontjaiba 6 fatipli van merõlegesen befúr-
va. (Hálás köszönetemet fejezem ki Pósfai Józsefnek,
aki a 6. képen látható mellett több méretben és méret-
aránnyal készített nekem ilyen remek kísérleti eszkö-
zöket.) A tiplik egyrészt fizikailag is láthatóvá teszik a
fõ tehetetlenségi tengelyeket, másrészt – és ez sokkal
fontosabb – az eszközt a tipliknél fogva könnyû nagy
szögsebességgel bepörgetni a fõtengelyek körül.
Hogy a videókon és az élõ kísérletben is jobban kö-
vethetõk legyenek a test különféle mozgásai, a tenge-
lyek pozitív oldalát különbözõ színekkel jelöltem
meg: zölddel az x, pirossal az y, kékkel pedig a z ten-
gelyét. Mint a 6va videó 1 mutatja, valós idõben, sza-

1Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/6va
helyen.
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bad szemmel is jól látható az y tengely körüli forgás

7. kép. Három különbözõ tárgy legóból. A fekete tengely az adott tárgy a) legkisebb, b) közbülsõ, c) legnagyobb fõ tehetetlenségi nyoma-
téka. Lásd a 7va és 7vb videoklipeket, amelyek megtekinthetõk a QR-kódokra kattintva, illetve a 3. és 4. lábjegyzet segítségével.

x y
z

7va 7vb

a) b) c)

8. kép. Plüsstárgyak, három különbözõ fõ tehetetlenségi nyomaték-
kal: θx < θy < θz. Lásd a 8va és 8vb videoklipeket, amelyek megte-
kinthetõk a QR-kódokra kattintva, illetve az 5. és 6. lábjegyzet segít-
ségével.

y

z

x

y

z

x

8va

8vb

a)

b)

instabil jellege, illetve az x és z tengely körüli forgá-
sok stabilitása. Ha az y tengely körül pörgetjük be a
testet, az 5.c ábra kapcsán részletezett okból nagy
eséllyel nem az átbucskázás közben fogjuk elkapni,
hanem akkor, amikor éppen egész számú átfordulást
végzett. Nagyon kis gyakorlás kell ahhoz, hogy a tes-
tet fel-feldobálva mindig egy teljes átfordulás után,
ellentétes oldalával érjen vissza a kezünkbe az y ten-
gely. Ez jól látható a 6va videó középsõ szegmensé-
ben, amelynek felvételét szinte semekkora gyakorlás

nem elõzte meg. A 6vb videó 2 ugyanezen test mozgá-

2Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/6vb
helyen.

3Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/7va
helyen.

4Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/7vb
helyen.

sát mutatja a három fõtengely körül, lassított felvétel-
ben. A megfigyelési idõ „széthúzásával” nagyon szé-
pen visszakapjuk az ûrhajósok által filmre vett döbbe-
netes látványt. (Szubjektív megjegyzés: a dobálgatha-
tó fahasáb nem csak kísérleti eszköznek, hanem ki-
kapcsolódást nyújtó „fidget” játéknak is nagyszerû.)

Legóból is nagyon egyszerûen építhetünk kísérleti
eszközt. A 7. képen látható modellek elkészítésénél az
motivált, hogy a Dzsanibekov-féle szárnyas anyához
hasonló szimmetriájú eszközzel végezzek kísérlete-
ket. Itt nem egyetlen tárgyat pörgettem be a három
fõtengelye körül, hanem háromféle tárgyat egy-egy
fõtengelye körül. Ehhez egy olyan egyszerû alapele-
met készítettem, amelybe különbözõ hosszúságú ten-
gelyeket lehet illeszteni: a 7.a, b és c képeken a fekete
tengely hossza rendre 12, 6, illetve 3 egység. A fekete
tengely az így kapott tárgyaknak rendre a legkisebb, a
közbülsõ, illetve a legnagyobb tehetetlenségi nyoma-
tékú fõtengelye lett, ezt tükrözik a tengelyek eltérõ
betûjelei a 7.a, b és c képeken. A 7Va videón3 valós
sebességgel figyelhetõ meg a 3 test mozgása. A videó
középsõ szegmensében tisztán kivehetõ és nagyon
izgalmas látványt nyújt a tárgy teljes átfordulása a
térben. A 7vb videó 4 ismét azt szemlélteti, hogy érde-
mes lassítva is megnézni a háromféle mozgást.

Az elméleti leírásban felbukkant K -ellipszoid ad-
hatja az ötletet, hogy a kísérleteinkhez keressünk
olyan tárgyat is, amelynek tényleges alakja általános
ellipszoid vagy ahhoz hasonló. Ezeknek külön peda-
gógiai haszna van: a diákokkal meg lehet beszélni,
hogy a (homogén tömegeloszlásúnak tekintett) tárgy
ellipszoid alakja milyen kapcsolatban van az absztrakt
impulzusmomentum-térben létezõ K -ellipszoid alak-
jával. (A válasz: jellegét tekintve fordított kapcsolat-
ban. A K -ellipszoid az Nx tengely irányában a leglela-
pultabb, míg a tárgy az x tengely mentén a leghosz-
szabb, mindkettõ azért, mert az x tengely körüli for-
gáshoz tartozik a legkisebb tehetetlenségi nyomaték.)
A 8. képen látható plüsstárgyak közel ellipszoid ala-
kúak. Szigorúan véve nem merev testek, ráadásul a
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8.b képen szereplõ kutyának lifegõ füle, farka, lábai

9. kép. Dobozos almalé, három különbözõ fõ tehetetlenségi nyoma-
tékkal: θx < θy < θz. Lásd a 9v videoklipet, amely megtekinthetõ a
QR-kódra kattintva, illetve a 7. lábjegyzet segítségével.

x

y

z

9v

vannak, de – mint a 8va 5 és 8vb 6 lassított videókon

5Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/8va
helyen.

6Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/8vb
helyen.

7Megtalálható a http://fizikaiszemle.hu/extra/bokor202205/9v
helyen.

látható – ezek a plüsstárgyak is teljesen alkalmasak a
teniszütõ-tétel bemutatására.

A következõ példával visszatérek a téglatesthez (9.
kép ). Ez talán a legegyszerûbb kísérleti eszköz az
összes közül, és bizonyos szempontból a legtanulsá-
gosabb. A dobozos gyümölcslét – de a dobozos tej-
szín is éppen ilyen jól mûködik – aránylag nagy töme-
ge miatt egy kézzel is könnyû felhajítani a levegõbe
úgy, hogy jó pontossággal az y tengelye körül kezd-
jen pörögni. A mozgás azonban nem úgy folytatódik,
ahogy egy merev testtõl a teniszütõ-tétel alapján vár-
nánk: a doboz az eldobás után szinte azonnal befor-
dul olyan irányba, hogy amerre eredetileg az y tenge-
lye nézett, most a z tengelye fog nézni, és onnantól
kezdve végig a z tengely körül forog. A kísérlet na-
gyon jól megfigyelhetõ szabad szemmel, illetve valós
sebességû videón, már csak azért is, mert a doboz
feltûnõen más irányban áll, amikor elkapjuk, mint
amikor feldobtuk: „lapjával” bepörgetve dobtuk fel,
és mindig az „élével” érkezik vissza a kezünkbe. A 9v
videó 7 középsõ szegmense ezt a jelenséget mutatja
lassítva. (A lassított videón ismét hagytam, hogy a
tárgy leessen a földre, hogy szabadesése minél hosz-
szabban megfigyelhetõ legyen.) E jelenség okáról
fentebb már volt szó: a test azért állapodik meg a leg-
nagyobb tehetetlenségi nyomatékú tengely körüli
forgásnál, mert pörgése közben van egy mechaniz-
mus – az almalé turbulens áramlása a dobozban –,
amely disszipálja a kezdeti forgási energia egy részét.
Az almalés dobozt tehát a 4.c ábrának megfelelõ álla-
potból indítottam ki, és abban a forgási állapotban
stabilizálta magát, amelyben a K -ellipszoid olyan ki-
csi, hogy már csak az Nz tengely mentén érinti az
N-gömböt. (Szemléletes kép lenne, csak pontatlan,
azt mondani, hogy a folyamat közben a K -ellipszoid
fokozatosan „belezsugorodott” az N-gömbbe. Azért
pontatlan, mert amíg a doboz belsejében a folyadék-
molekulák különbözõ irányokban áramlanak, nem
használható a teljes mozgási energia leírására a – csak
merev testre érvényes – (11) összefüggés, tehát a
K -ellipszoid fogalma sem.) Ha azt akarjuk, hogy az
almalés doboz is produkálja a Dzsanibekov-hatást,
merev testet kell csinálni belõle. Erre két egyszerû
módot találtam: az elsõ esetben az almalét fél napig a
mélyhûtõbe tettem, tehát a dobozt a kísérlet alatt már
jéggé fagyott almalé töltötte ki. Ezt mutatja a 9v videó
elsõ szegmense. A dobozra filctollal nagy „J” betût
írtam, hogy könnyen megkülönböztethetõ legyen az
eredeti kísérlettõl. Mint a videón látható, a fagyott
almalés dobozzal szépen bemutatható a Dzsanibe-
kov-hatás. A másik lehetõség: meginni az almalevet.
Az üres doboz már merev testként viselkedik. Ez lát-

ható a 9v videó harmadik szegmensén, amelyen a
dobozra filctollal nagy „Ü” betû van írva (az üres al-
malés doboz látható a 9. képen is). Vannak azért elté-
rések: az üres doboz nagyon kis tömegû, sokkal ne-
hezebb vele a kísérletet elvégezni, mint a fagyott al-
malés dobozzal. Még két kézzel fogva sem könnyû
olyan kiegyenlítetten feldobni, hogy éppen az y ten-
gely körül kezdjen gyors forgásba. Ha a kísérletet a
szabadban végezzük, a kis tömeg miatt arra is ügyelni
kell, hogy teljes szélcsend legyen. Ha nincs, a diákok-
kal azt is meg lehet figyelni és diszkutálni lehet, mi-
lyen változásokat okozhat az elméleti esethez képest
egy-egy széllökés.

A fenti kísérleti eszközök csak néhány példát mu-
tattak arra, hogy egyszerû tárgyakat használva is élve-
zettel és sokoldalúan lehet tanulmányozni a tenisz-
ütõ-tételt és a hozzá kapcsolódó jelenségeket. Ha az
embert elkapja a teniszütõ-tétel láza, a lakásában
járva-kelve szinte mindenütt kipróbálásra érdemes kí-
sérleti eszközöket talál.

Kiegészítés az elmélethez:
a Terry Tao-féle magyarázat

A cikk fenti, csatolt differenciálegyenletekre, elvont
impulzusmomentum-térre hivatkozó elméleti össze-
foglalója esetleg hiányérzetet hagyhat az olvasóban.
Nincs-e olyan, legalább kvalitatív magyarázat a tenisz-
ütõ-tételre, amely a test tömegpontjaira ható erõk se-
gítségével az átbucskázást okozó „fizikai mechaniz-
must” világítja meg, és így talán közvetlenebbül érthe-
tõ egy elsõéves vagy egy középiskolás számára? A vá-
laszt (de igen, van) és a magyarázatot Terry Tao mate-
matikus adta meg néhány évvel ezelõtt egy internetes
fórumon [5]. Az alábbiakban ezt az érvelést foglalom
össze. Tekintsük a 10.a ábrán látható merev testet.
Ez egy elhanyagolható tömegû (az ábrán szürkével je-
lölt) négyzet alakú lapból, valamint 2-2 hozzáerõsített
pontszerû tömegbõl áll, amelyekre M >> m. Kis utána-
gondolással belátható, hogy a 10.a ábrán az x ✶, y ✶
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és z ✶ tengelyek rendre a test legkisebb, közbülsõ és

10. ábra. 2 (M + m ) tömegû merev test forgása pontosan a) a legki-
sebb, illetve b) a közbülsõ tehetetlenségi nyomatékú tengely körül.
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Fcf
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b)

11. ábra. A 10. ábrán látható merev test forgása, amikor a pillanatnyi
forgástengely (az x✶, illetve az y✶ tengely) kicsit eltér a test a) legki-
sebb, illetve b) közbülsõ tehetetlenségi nyomatékú fõtengelyétõl.
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legnagyobb tehetetlenségi nyomatékú fõtengelyeivel
esnek egybe, összhangban az eddigi betûjelöléseink-
kel. A test mozgásának elemzését viszont most nem a
testhez rögzített GYFR-bõl és nem is az IR-bõl végez-
zük, hanem egy olyan vonatkoztatási rendszerbõl,
amely az IR-hez képest az adott pillanatban éppen a
test ωω pillanatnyi szögsebességével forog. Erre utal a
tengelyek megcsillagozása is; fontos tudatosítani,
hogy ezek a tengelyek nincsenek a testhez rögzítve,
hanem valamelyikük – hogy melyik, azt mindig elõre
eldöntjük – mindvégig a pillanatnyi ωω irányával esik
egybe, a másik kettõ pedig ezzel az ω -val forog az IR-
hez képest. A 10.a és a 11.a ábrákon az x ✶ tengely
esik egybe az ωω vektorral, tehát ez a test mozgásának
pillanatnyi forgástengelye, a 10.b és a 11.b ábrákon
pedig az y ✶ tengely. A test mozgását az m és M tö-
megpontokra ható erõk segítségével fogjuk elemezni,
amelyekbe a csillagos vonatkoztatási rendszerben
bele kell érteni a centrifugális erõt és a Coriolis-erõt
is, hiszen ez a vonatkoztatási rendszer az IR-hez ké-
pest forog. (A neve a továbbiakban: forgó vonatkozta-
tási rendszer, „FVR”.)

A 10.a ábrán a test pontosan a legkisebb tehetet-
lenségi nyomatékú fõtengelye körül forog, az x ✶ for-
gástengely egybeesik a test x fõtengelyével. Ilyenkor
az ωω mellett (az ábrán nem jelölt) N impulzusmomen-
tum is az x ✶ tengely irányában áll (emlékeztetõül az
ok: az (5) összefüggések). A test a FVR-bõl nézve
nyugalomban van. Erõkkel úgy magyarázhatjuk ezt
az egyensúlyt, hogy mindkét m tömegre hat egyfelõl
a forgó nézõpontból származó fiktív Fcf centrifugális
erõ, másfelõl a szürke lapban valóságosan ébredõ Fh
húzóerõ, és a két erõ kiejti egymást. Stabil-e ez az

egyensúly? A választ már tudjuk: igen. De nézzük,
hogyan indokolhatjuk ezt erõkkel. Tekintsünk egy
olyan, kicsit kibillentett helyzetet, amikor az x ✶ pilla-
natnyi forgástengely nem egészen esik egybe a test x
tengelyével. Ezt a helyzetet a 11.a ábra mutatja. Ek-
kor a két M tömegpont nincs rajta a forgástengelyen,
tehát Mr ω 2 nagyságú Fcf centrifugális erõ hat rájuk,
amely igyekszik az M -eket a forgástengelytõl eltávo-
lítani, tehát az egész testet az (x ✶, y ✶) síkhoz képest
még jobban kibillenteni (r az M tömegpontok x ✶ ten-
gelytõl mért távolsága, amit az ábrán betûvel nem
jelölök). Egy ilyen kibillentéssel szemben az m töme-
geknek „nincs semmi kifogása”, hiszen az õ pozíció-
juk az (x ✶, y ✶, z ✶) koordináta-rendszerben ettõl
nem változik. A forgástengelytõl távolodni kezdõ
M -ekre viszont, amint a FVR-ben valamilyen v✶ se-
bességre tesznek szert, egyenként FCo = 2 Mv✶ × ωω
Coriolis-erõ kezd hatni, kezdetben a 11.a ábrán jel-
zett irányban. A két M tömegpont megpróbál elmoz-
dulni a Coriolis-erõk irányába, ez viszont – a lemez-
ben ébredõ mechanikai feszültségek közvetítésével –
a kis m tömegpontok helyén is érezteti hatását, hi-
szen ahhoz, hogy az M tömegek a Coriolis-erõnek
engedelmeskedve kimozduljanak a (x ✶, z ✶) síkból,
„magukkal kell rántaniuk” az m tömegeket is, ame-
lyektõl most már az van elvárva, hogy kimozduljanak
az (y ✶, z ✶) síkból. A nagy M tömegek a kis m töme-
geket meggyõzõen tudják „rábeszélni” erre a kimoz-
dulásra, mert a Coriolis-erõk az M -mel arányosak,
tehát nagyok, az m tömegpontok pedig, kis tömegük
miatt, nem tudnak ellenállni a lemezben ébredõ nagy
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húzó-nyíró erõknek. A Coriolis-erõ így tehát eredmé-
nyesen eltéríti a M tömegeket az x ✶ tengelytõl elfelé
mutató iránytól, és pályájukat begörbíti. Mihelyt a
pálya begörbül, a Coriolis-erõ iránya is elfordul a
11.a ábrán jelzett irányhoz képest befelé, az x ✶ ten-
gely felé, hiszen FCo mindig merõleges az M tömegek
pillanatnyi sebességére. Végeredményben – állítja
Tao okfejtése – a két M tömegpont az x ✶ tengely
körül „inog”, ahogy a 11.a ábra vékony szaggatott
görbéi jelzik, és az egész test – mereven megtartva az
alakját – az x ✶ tengely körül „billeg”.

A 10.b és 11.b ábrák lényegében ugyanezt a szi-
tuációt mutatják, csak az m és M tömegek szerepcse-
réjével, de ez a szerepcsere az érvelés végeredményét
drasztikusan módosítja. A 10.b ábrán a forgástengely
az y ✶ tengely, ami most egybeesik a test közbülsõ
tehetetlenségi nyomatékú fõtengelyével. Az ωω a 10.a
ábrához hasonló módon párhuzamos az N impulzus-
momentummal, a test a FVR-bõl nézve ismét nyuga-
lomban van (mindkét M tömegnél a rájuk ható Fcf
centrifugális erõ és Fh húzóerõ kiejti egymást). Tud-
juk, hogy az egyensúlyi állapot ezúttal instabil. Ho-
gyan lehetséges ez? A magyarázathoz ismét billentsük
ki egy kicsit a testet az egyensúlyi helyzetbõl: pörges-
sük be úgy, hogy az y ✶ pillanatnyi forgástengely ne
pontosan essen egybe a test y tengelyével (11.b áb-
ra ). A két m tömegpont lekerült a forgástengelyrõl,
tehát mrω 2 nagyságú Fcf centrifugális erõ hat rájuk,
amely igyekszik õket a forgástengelytõl még jobban
eltávolítani, azaz a testet az (x ✶, y ✶) síkhoz képest
még jobban megdönteni. Ez az egyre nagyobb kibil-
lentés nyugodtan végbemehet, az M tömegek nem fej-
tenek ki vele szemben ellenállást, mert ez az elmoz-
dulás az õ pozíciójukat háborítatlanul hagyja: õk to-
vábbra is az x ✶ tengely két átellenes pontján marad-
hatnak. A forgástengelytõl távolodni kezdõ m -ekre a
FVR-ben a Coriolis-erõ is elkezd hatni a 11.b ábrán
mutatott irányokban, ez az erõ mindkét testre FCo =
2mv✶ × ωω, ahol v✶ az adott test sebessége a FVR-ben.
Csakhogy ezek a Coriolis-erõk az m-mel arányosak,
tehát nagyon kicsik. Amikor megpróbálják – a lemez-
ben ébredõ mechanikai feszültségek közvetítésével –
a nagy M-eket kimozdítani az (x ✶, z ✶) síkból, ezen
tömegpontok nagy tehetetlensége miatt kudarcot val-
lanak. A kis m-eknek tehát csak az a mozgása marad-
hat meg, amellyel szemben a nagy M-ek nem fejtenek
ki ellenállást, tehát az, hogy a centrifugális erõ hatásá-
ra tovább távolodnak az y ✶ forgástengelytõl, és a test
egyre jobban bedõl az (x ✶, y ✶) síkhoz képest. Az y
tengely körüli forgás tehát instabil, mert ha az y ten-

gelyt egy picit kibillentjük a y ✶ forgástengely irányá-
ból, akkor gyorsulva egyre jobban eltérül ettõl az
iránytól. Ez az eltávolodás természetesen nem folyta-
tódhat a végtelenségig. Onnantól kezdve, hogy az m
tömegpontok átlendülnek az (x ✶, z ✶) síkon, a rájuk
ható centrifugális erõ, amely továbbra is elfelé mutat
az y ✶ tengelytõl, már lassítja õket, míg végül az m-ek
az y ✶ tengely közvetlen közelében megállnak, és az
egész folyamat kezd visszafelé lejátszódni, azután
pedig periodikusan ismétlõdik.

A Terry Tao-féle, kissé elnagyolt magyarázat érde-
me, hogy azokhoz is közelebb viheti a teniszütõ-tétel
megértését, akik számára az erõk – köztük a tehetet-
lenségi „erõk” – világa ismerõs terep, de talán megret-
tennek a K -ellipszoidra és N-gömbre épülõ, absztrak-
tabbnak tûnõ gondolatmenettõl. Ugyanakkor a Tao-
féle érvelés csak a 10.a ábrán láthatóhoz hasonló,
speciális tömegeloszlású tárgyakra mûködik meggyõ-
zõen, és legfeljebb kvalitatív magyarázatot ad. Emel-
lett olyan koordináta-rendszert használ, amelyben az
ωω van nyugalomban, ez pedig nem is inerciarendszer,
nem is a tárgyhoz rögzített nézõpont, és az, hogy a
tárgy hogyan mozog e vonatkoztatási rendszerhez
képest, nehezebben átlátható magyarázatot ad a je-
lenségrõl, mint ha eleve arra a kérdésünkre adná meg
a választ, hogy miként mozog a tárgy az IR-hez ké-
pest. Mindenképpen érdemesnek látom ezért az ér-
deklõdõ diákokat megismertetni a K -ellipszoidra és
N-gömbre épülõ geometriai levezetéssel is, még ak-
kor is, ha az minden érintettõl nagyobb erõfeszítést
igényel. Az a levezetés bármilyen alakú tárgyra általá-
nosan mûködik, és kvantitatív magyarázatot ad a
tárgy mozgásának összes fontos részletére. Ráadásul a
geometriai tárgyalásmód – amely egyébként Jacques
Philippe Marie Binet (1786–1856) és áttételesen Louis
Poinsot (1777–1859) nevéhez fûzõdik – eleganciájá-
val, matematikai szépségével szinte ugyanolyan le-
nyûgözõ élményt nyújthat tanárnak és diáknak, mint
a fizikai jelenség, amelyet leír.
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A szerkesztôbizottság fizika tanításáért felelôs

tagjai kérik mindazokat, akik a fizika vonzóbbá

tétele, a tanítás eredményességének fokozása

érdekében új módszerekkel, elképzelésekkel

próbálkoznak, hogy ezeket osszák meg a
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