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Miel6tt a cikk cime alapjan
aggddni kezdene a kedves
Olvaso, hogy miért engedhet-
te meg a Fizikai Szemle fG5-
szerkesztGje olyan cikk meg-
jelenését, amely a laposfold-
hivéknek ad teret a nagy mul-
ta, tudomanyos igényd Szem-
le hasabjain, sietink meg-
nyugtatni az Olvasoét, hogy a
cikkel éppen ellenkezsleg a
Laposfold-,elmélet” furcsasa-
gaira szeretnénk felhivni a fi-
gyelmet.

Szamtalan irds talalhato a
laposfoldhivék elképzelései-
r6l, tevékenységeirSl. Ezekrdl
szandékosan nem szeretnénk
részletes attekintést adni,
nem kivanjuk azt a benyomast kelteni, hogy a téma
tudomanyosan megalapozott. Azoknak, akik nem
hallottak err6l a témarol, talan csak egy forrast emli-
tenénk [1].

A késdbbiek megértése céljabol azonban nem art,
ha roviden felvazoljuk a szoban forgd hiedelmeket! A
hivék azt allitjak, hogy a Fold nem gémbolyd, hanem
egy nagy siklap (hogy korong vagy téglalap alakq, az
vita targya, a tovabbiakban négyzetesnek tekintjik),
amelynek vizszintes sikjan tgy sétialunk, mint az ut-
can (fizikus nyelven: a graviticios gyorsulas vektora
mindenttt merdleges a Laposfold sikjara). A siklapba
mélyedd medencéket toltik ki a tengerek, amelyek
felszine — a hivék szerint — magatol értetédSen szin-
tén vizszintes, és belesimul a Laposfold sikjiba. Mi
van a felsS sik alatt? Altalaban gy képzelik, hogy a
sik vizszintes méreteihez képest viszonylag vékony
lemezrdl van sz0, a felsGvel parhuzamos also feliilet-
tel. Természetesen tudjuk, hogy a Fold nem ilyen, ezt
a klasszikus fizikai és foldrajzi bizonyitékok és a gom-
bolyd nagybolygodk kialakuldsinak planetologiai el-
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Merkiir

1. abra. A Laposfold a Naprendszer tobbi bolygoja kozott.
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mélete mellett az utdbbi évtizedekben a Fold koril
keringG sok mihold és az dltaluk  kivilr6l”, az Grbdl
készitett fotok minden értelmes ember szimdara nyil-
vanvaldan bizonyitjak (1. abra).

Egyesek azonban elgondolhatjak, milyen érdekes
vagy egyszerd lenne az élet egy ilyen lapos koron-
gon vagy téglatesten. Ki tudja, tavoli utédaink nem
épitenek-e egyszer maguknak egy ezen a konstruk-
cion alapuld mesterséges bolygot, hogy annak feltle-
tén sétdlgatva, lapos tengerein hajokazva utolag bi-
zonyitsak a laposfoldhivék igazat? Vajon valdban
olyan lenne az élet ezen a mesterséges Laposfoldon,
ahogy a modell hivei képzelik? Az ,elmélet” szamta-
lan mas égbekialtd, a mindennapi tapasztalatnak el-
lentmondo6 részletét mellézve (példaul hova bujik
¢éjjel a Laposfold sikja folott mozgd Nap? — ezt a hivek
tovabbi, egyre vadabb fantazmagoridkkal probaljak
,magyardzni”) most csak ezzel a fentebb mar emli-
tett, a laposfoldhivék altal természetesnek tekintett
elképzeléssel foglalkozunk: vajon milyen lenne a
val6sagban egy ilyen lapos korong vagy téglatest
gravitacios tere? Tényleg ugy lehetne korzozni rajta,
ahogy a varosok sik fGterén, gy lehetne szelni ha-
jonkkal a tikorsima vizszintes tengereket, ahogy a
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2. abra. A V(X, Y, h/2) graviticids potencidl és a megfelelS allando
értékd (ekvipotenciilis) vonalak Laposfold felszinének sikjaban. Az
integracios allandot ugy valasztottuk meg, hogy a végtelenben a po-
tencidl a nulla értékhez tartson. Ezért az dbrakon a potencial értéke
mindenttt negativ. A vastag fekete négyzet Lapostold hatdrat jeloli.
Itt és a tovabbiakban az (X, Y, Z) koordinitikat a, a potencialt
(fpa®) egységekben mérjiik, mig a numerikus szimoldsoknal //a =
0,2 értékeket hasznalunk.

P

laposfoldhivék mesélik, és a hajobol megfelelGen
erds tavesovel el6re nézve az egész Gton latni lehet-
ne a talsoé partot?

Feladatunk tehiat egy majdani valodi Lapostold gra-
vitacios terének és az ehhez igazodo felszini kozleke-
dési viszonyoknak a vizsgalata — a hivek abrandjai he-
lyett a fizika tényleges torvényei alapjan. A tovabbiak-
ban elméleti szamitasokkal meghatirozzuk egy hipo-
tetikus, homogén tomegslriségl, négyzetes hasab
alaku égitest gravitacios terét. A kapott eredmények
alapjan néhany furcsa, a megszokott foldi életiinktdl
eltérd jelenségre hivjuk fel a figyelmet. RemélhetSleg
ez az iras is segit eligazodni a témaban.

A téglatest gravitacios potencialjanak egzakt analiti-
kus alakja mar a huszadik szazad 6tvenes évei ota is-
mert. A torténeti sorrendet mellGzve itt csak néhany
cikket emlitenénk meg, amelyek egyben a kovetkezd
fejezetben bemutatott szimitasok alapjaul is szolgal-
tak [2—4]. Kozvetlen integralassal Nagy Dezsd magyar
szarmazasu szerz$ is levezette a graviticios erdtér
formulait [5]. Tovabba Nagy, Papp és Benedek a gravi-
tacios potencialt és annak elsé harom derivaltjat hata-
roztak meg [6]. Végiil ki szeretnénk emelni Hadz Ist-
van Béla magyar nyelvi, és talan emiatt kevéssé is-
mert munkajat, amelyben a szerzé zsenialis modon,
lényegében egy egyszerd integralassal hatirozta meg
a téglatest gravitdcios potencialjat és annak elsé két
derivaltjat [7]. E formulakat a teljesség €s a konnyebb
elérhetSség kedvéert a Friggelékben felsoroljuk.

A téglatest gravitacios erGterére vonatkozo szamita-
sokat kiterjesztették homogén tomegeloszlasa poli-
éderekre is. Itt csak harom cikket emlitiink, amelyek a
téma attekintésre is szolgalhatnak [8-10].

Megjegyezzik, hogy az Eotvos-inga kisérletekben a
lengésidS kiszamitdsinal a graviticids potencidl ma-
sodik derivaltjai lépnek fel (lasd példaul [11]). Ezért,
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ha egy szabdlytalan alaka testet (példaul egy hegyet)
kellGen kicsiny, téglatest alaka részekre bontunk, ak-
kor a fent idézett cikkek alapjan analitikus formulak-
kal elegendé pontossiggal meghatarozhatok a test
graviticios potencidlja masodik derivaltjai, és igy az
Eotvos-inga lengésideje.

A gravitacios tér Laposfoldon

Tekintsink egy 24, 2B és 2C oldalhosszisigi, homo-
gén p tomegsurliségl téglatestet, amelynek hatarfelile-
tei a koordinatasikokkal parhuzamos sikok, és tgy va-
lasztjuk meg a koordinatatengelyeket, hogy a téglatest
belsG pontjaira az — A< x< A, —-BS y< Bés-C<z< C
feltételek teljestljenek. Ekkor a téglatest gravitacios
potencialja az R = (X, Y, Z) koordinataju pontban:

C B A
_ dxdydz D
VR) fp_fc_fB_A—lR_H,

ahol r = (x, y, 2) a téglatest egy belsé pontja,

IR-7r1| = \/(X—x)2+(Y—y)2+(Z—Z)2

az R és ar pontok kozti tavolsag, fa gravitacios allan-
do, és p a téglatest tomegslrisége. Az integral ered-
ménye, illetve a potencial els két derivaltja a Frigge-
lékben talalhato.

A tovabbiakban feltesszik, hogy a Laposfold egy
olyan téglatest, amelynek felszine egy a oldali négy-
zet, vastagsaga h. Az (x, y, 2) koordinitatengelyek
atmennek a téglatest kozéppontjan és parhuzamosak
a téglatest oldalaival, azaz —a/2 < x, y< a/2 és-h/2 <
z < h/2. Az alabbiakban meghatdrozzuk és grafikusan
abrazoljuk Laposfold graviticids potencidljat és az
erGteret a Friggelékben felsorolt formulak alapjan.

3. dbra. A V(X, Y, h/2) graviticios potencidl (fpa* egységekben)
ekvipotencialis vonalai Laposfold felszinén.
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4. dbra. A gravitacios erétér erGvonalai Laposfold felszinén.

A kovetkezSkben néhidny szdmszerd eredményt
mutatunk be. A fliiggelék (6) képlete alapjin az R =
(X, Y, h/2) pontban a V(X, Y, h/2) gravitacids poten-
cialt szamoltuk ki a Z = h/2 sikban az X, Y fuggve-
nyében, az eredmény a 2. dbrdan lithatd. A 3. dbra
kilon mutatja Laposfold felszinén a V(R) graviticios
potencial allando értékd (ekvipotencialis) vonalait.
Mindkettén jol lathatd, hogy Laposfold kozéppontja-

5. dbra. A graviticios erGtér erévonalai és az ekvipotencialis vonalak
Laposfold felszinén. Az abrara irt szamok (a 3. dbrdboz hasonldan) a
graviticios potencidl értékét adjak meg (fp a®) egységekben.

nak kozelében az ekvipotencidlis vonalak korszim-
metrikusak, a graviticids potencidl a kozépponthoz
képest minden irdnyban azonos moédon valtozik. A
korszimmetrikus potencidltol valo eltérés a kozép-
ponttdl tdvolodva vilik észrevehetévé. A kovetkezd
részben megvizsgiljuk e korszimmetria fizikai kovet-

kezményeit.

6. dbra. A gravitacios erGtér erévonalai és ekvipotencidlis vonalai Laposfold felszinén

és azon tal. A vastag zold négyzet itt is Laposfold hatarat jelzi.
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(Osszehasonlitisként nem art felidéz-
niink, hogy egy idedlis, gomb alaka
bolygb egész felszine a gravitaciés po-
tencial ekvipotencialis felilete, ezért az
abran szerepl$ vonalakhoz hasonlokat
nem is rajzolhatnank a bolygora.)

Definici6 szerint a gravitacidés gyor-
sulds a potencidl gradiensének minusz
egyszerese:

8=y 8y &) =

2
_[_oVviR) VR VR 2
0X ’ oY ’ 0Z |

Kiszamoltuk a graviticios térerGsség gy,
gy komponenseit a Laposfold felszinén a
Friggelek (7) képlete alapjan, a kapott
erévonalak 4. dabrdn lathatok. Az abrabol
jol lathato, hogy az erévonalak mindegyi-
ke a Laposfold kozéppontja felé mutat.
Az 5. abra a 3. és 4. abrak egyesitése.
Vegytik észre, hogy — a varakozasnak
megfelelGen — az erévonalak merdlege-
sek az ekvipotencilis feltiletekre.

Az er6vonalakat és az ekvipotenciilis
vonalakat a Laposfoldon tal is kiszamol-
tuk, ahogy ez a 6. dbran lathat6. Elsé 1a-
tasra meglepd, hogy Laposfold hatiarin
az er6vonalak és az ekvipotencialisok
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nem térnek meg, hanem folytonosan 04F == ' T
haladnak at a hatdron. A gravitacios 02F ——
térrel sok tekintetben analog moédon - oo —— = J 77 —

targyalhat6 elektrosztatikus esetben
az erévonalak torése a hataron meg-

B—— - —
_072- / W\ -
704-.5'/' A ‘\E-

jelené  toltések  kovetkezménye. 30
Ugyanakkor a gravitacios tér eseté-
ben nem létezik graviticios dipolus,
igy nincsenek felileti ,toltések” sem.
Ezért a térerGsség hatdrral parhuza-
mos (tangencialis) és mer6leges
komponensei is folytonosan mennek
at a feltleten: az el6bbi a rotg = 0 és
a Stokes-tétel miatt, az utdbbi a
Gauss-torvény és a Gauss-tétel miatt.
A gravitacios és az elektrosztatikus

7. dabra is jol mutatja.

Furcsasdgok Laposfoldon

erGtér kozott az analdgia csak kor- /
latozott! Az erétér folytonos dtmene-
tét az X-Z sikban, a Laposfold hatdarin

e
S

7. dbra. A gravitacios erétér erévonalai és az ekvipotencialis vonalak az X-Z sikban Lapos-

Az eddigiekbdl lathato, hogy Lapos-
foldon a graviticids erétér alapve-
téen eltér a Foldunket jol modellezs
homogén gomb alaka bolygé terétél. Ebben a rész-
ben részletesen megvizsgaljuk a f6bb kiilonbségeket.

A 3. abran lattuk, hogy Laposfold felszine kozép-
pontjanak a kornyékén a graviticios potenciil minden
iranyban egyforman valtozik. A felszinena V(X Y, h/2)
potencidl csak az (X, Y) pont origotdl mért

R =\ X%*+Y?

tavolsagatol fuigg. Ennek igazolishoz miasodrendig
fejtsik sorba a V(X, Y, h/2) graviticidés potencialt,
mint kétvaltozos fliggvényt az X és Yvaltozok szerint.
A potencial elsG derivaltja zérus, mert szimmetriaokok
miatt a Laposfold felszinének kozepén a gravitacios
gyorsulds vizszintes komponense eltlinik. A potencial
masodik derivaltjait a Friggelékben talalhato (8) képlet
alapjain szamolhatjuk ki. Szamoldsunk szerint a
V(X, Y, h/2) potencidl X és Y szerinti mdsodik deri-
valtja egyenlé a Laposfold kozepén, mig a vegyes
derivaltak zérust adnak ebben a pontban. Ezért a po-
tencidl Taylor-sora alapjin a kovetkezd analitikus
eredményt kapjuk:

VX, Y, W2) = V(0, 0, W2) +

2
+la‘; X2+
2 0x X=Y=0
3
2
+lalzf Y2 =
20y X=Y=0
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foldon kivil és beliil, és egy toltott fémlap elektrosztatikus tere. Az utébbi esetben az erd-
vonalak merdlegesek a toltott feliletre.

ahol D az effektiv rugdallando:

fﬂ = 4arctg ﬂ ,
P a*+2
valamint
v
f_o = a’arctg ﬂ +
P a*+2n?
aZ
+2 W arctg -
22y a?+2 12
—a?arth & -
a’+2 h?
— 4 haarth

a
V2 ar+2n?

A potencial kvadratikus alakjabol kovetkezik, hogy
gy=-DXés g,=—-DY. A potencidl fenti kozelitése ter-
mészetesen csak a felszin kozepéhez kozel érvényes. A
8. abran jol latszik, hogy a V(X, 0, h/2) potencial és
annak (3) kozelits alakja eléggé jol egyezik X < 0,4a
esetén. Ugyanezt az eredményt kapjuk a felszin koze-
pén atmend tetszSleges iranyd egyenes mentén.
Vizsgaljuk meg egy pontszerd test mozgasat ebben
az er6térben! Az m tomegU probatest graviticios po-

FIZIKAI SZEMLE 2022/8



1,0 1,5

8. dbra. A potencidl pontos (szaggatott vonal) és a (3) képlettel
adott, kozelits alakja (folytonos piros vonal) az X (a egységekben)
fiiggvényében Laposfold felszinén. A potencidlt (fpa?) egysé-
gekben szamoltuk.

tencialis energidja m V(x, y, 2), és igy a mozgdsegyen-
lete a felszinen a (3) kozelit6 potencialt hasznalva:

m OV V)

mXxX = - = -mDX és
0X
(€))
mY:—mM:—mDY_
Y

E két egyenlet megoldasa ellipszispalya az (X, Y) si-
kon, a keringési id6 pedig a palya méretétdl figgetle-
nul alland6

osszhangban a kvadratikus centrilis er6térben a me-
chanika hasonlosagi torvényével [12].

A tovabbiakban vizsgdljuk meg a térerGsség La-
posfold felszinére meréleges komponensét! A Z ten-
gely mentén (X = Y = 0) a kozéppont kozelében a
gravitacids potencialt Z szerint els6 rendig sorba fejt-
ve a Z= h/2 korul, felhasznalva a Friggelék (7) képle-
tét kapjuk:

LAV, 0, 2)

V(0, 0, 2) = V,
©, 0,2 0 0Z

v+ g* Z—g :

ahol V, megegyezik a (3) képletben megadott érték-
kel, és

x 2

8 -4 harctg a -

/P 22 nfa?+2n?

— 4 garth

a 1
— =  |+4aarth|—|.
VZ\ats2m? V2

Az (5) képlet szerint a gravitacios potencial a flig-
glleges iranyu Z koordindtaval linedrisan nd, a fellé-
p6 g* egyiitthato tehat a fiiggbleges iranya foldi g
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9. dbra. A g, fliggbleges gravitacids gyorsulds konttrdiagramja
(fpa egységekben) Laposfold felszinén az (X, Y) pont fliggvényé-
ben (a gorbék mentén g, érteke allando).

i3

/’

graviticios gyorsulds megfelelGje. Hasonlo sorfejtés
nemcsak a felszin kézéppontjdban, hanem annak tet-
szGleges pontjaban elvégezhetd, ekkor azonban a g,
fiuggdleges irinya graviticios gyorsulas fliggeni fog az
X és Yfelszini koordinataktol (emellett fellép a gravi-
tacios gyorsulasvektor felszinnel parhuzamos kompo-
nense is, amit a 4. és 5. dbran mutatunk be). Ezért
érdemes megvizsgilni, hogy a felszin egyes pontjai-
ban hogyan valtozik a gravitacios gyorsulas.

A 9. abrana g,(X, Y) fugglleges irinya gravitacios
gyorsulas konturdiagramjat abrazoltuk az (X, ¥) pont
fliggvényében: a gorbék mentén g, értéke allando, a
kozépponttél tavolodva lassan csokken. Lathato,
hogy a Laposfold belsé részén (kozelitdleg a —0,3 a <
x, ¥ < 0,3a tartomanyon) jo kozelitéssel allando a
fliggdleges irdnyu graviticios gyorsulas.

Forditsuk le a képleteket fizikara, s6t inkabb koz-
napi tapasztalatokra! A laposfoldhivék ugy képzelik,
hogy hipotetikus bolygojuk asztalsima felszine olyan,
mint a Nagyalfold: az egész bolygon alland6 gravita-
ci6s gyorsulast érzékeliink, és a felszinre meréleges
testtartassal tudunk jarkalni. A fizika azonban mast
mond. A graviticids térerGsség fliggdleges kompo-
nense figg a foldrajzi helyzettdl, a kozépponttol tavo-
lodva lassan csokken. Ami viszont sokkal fontosabb:
a g gravitacios térerGsségvektornak (a V(X, Y, 2) po-
tencial negativ gradiensének) vizszintes komponense
is van, méghozza a kozépponttol tavolodva egyre na-
gyobb! Aki tehat Laposfold felszinén sétil, és nem
akar elesni, annak a felszini mer&legeshez képest
meg kell dontenie testét, méghozza a kdzéppontol
kifelé, a perem felé délve, hogy a g vektor a fejétsl a
talpa iranyaba mutasson. A  fliggSleges” irany tehat
nem merdleges Laposfold sikjara, hanem ferde: minél
inkabb kozelediink a bolygd pereméhez, annil na-
gyobb szogben dél. Hol tapasztalunk a Foldon ehhez
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hasonl6 jelenséget? Hegymaszaskor — amikor egy
ferde hegyoldalon kapaszkodunk felfelé, akkor tes-
tinket a felszinre meréleges egyeneshez képest meg
kell dontentink, erre kényszerit a gravitacio! Lapos-
fold lakoi bolygojuk egész felszinén (geometriai
szempontbol hidba sik) ilyen hegyoldalon maszkalo
turistaknak vagy k&szali kecskéknek érezhetik magu-
kat (kivéve a kozéppont kozvetlen kornyezetét, ahol
a g térerGsségvektor vizszintes komponense elhanya-
golhat6). A négyzetes felszin sarkai hatalmas hegysé-
gekként tornyosulnak a négyzetlap kozéppontjat ki-
tolté medence folé, és a hegyoldal meredeksége a
perem felé kozeledve egyre nagyobb lesz.

Lassunk néhiny szamadatot! Tételezziik fel, hogy
Laposfold mérete nagysidgrendileg megegyezik a mi
kerek Foldiinkével, legyen tehat a négyzet oldala a =
10000 km, a lapos hasab vastagsiga /& = 2000 km, a
hasabot alkotdé homogén kézet strlsége pedig egyez-
zen meg a Fold dtlagos p = 5,5 g/cm?® s(riségével!
Ekkor az (5) egyenlet, illetve a Friggelékben kozolt
képletek alapjan kiszamithatjuk Laposfold felszini
graviticios terének jellemzé adatait. (Erdemes ezeket
Osszehasonlitani a Fold felszinén fliggSleges iranyban
mérhetd 9,81 m/s? graviticios gyorsuldssal.)

Laposfold kozepén a graviticidés gyorsulas — a
szimmetria miatt — fiigg6leges irinyu, értéke g* =
3,81 m/s?% azaz foldi egységben kifejezve 0,39 g. Ne
csodialkozzunk az érték kicsiny voltan: bar Laposfold
atmérgjét a Fold 12800 km-es atmérGjéhez hasonlo-
nak képzeltik el, a négyzetlap vastagsaga sokkal ki-
sebb a Fold gombjének ugyanekkora ,vastagsiganal”.
Ezért Laposfold tomege, igy ered6 gravitacids hatasa
is sokkal gyengébb a Foldénél.

A fuggdleges irdnya gravitdcios gyorsulas értéke a
kozépponttdl tavolodva csokken, és a négyzet pere-
mének k6zépsS pontjadban mir csak g, = 1,99 m/s?
lesz, viszont megjelenik egy g, = 3,15 m/s* nagysagu
,vizszintes”, Laposfold sikjaval parhuzamos, a négyzet
kozepe felé mutatd komponens is — a vizszintes ird-
nya gravitacios eré tehat sokkal nagyobb, mint a flig-
gGleges! Aki itt, a négyzet peremén megprobal meg-
allni a 1aban, annak teste a talajjal 32°-o0s szoget zar
be. Ugy érzi tehit magit, mint egy 58°-os meredeksé-
gl hegy oldalaban.

Ugyanezek az adatok a Laposfoldet alkotd négyzet
csucsan még durvabbak: a graviticios gyorsulas flig-
glleges, a talajra merSleges komponense mar csak g,
= 1,05 m/s% mig a vizszintes, a talajjal parhuzamos
komponens 2,52 m/s* lesz, a graviticios gyorsulds-
vektor talajjal bezart szoge 23°, ami egy 67° mere-
dekségi hegyoldalnak felel meg.

Ha Laposfoldet nagyobbnak, mondjuk 20000 km
¢éld négyzetnek képzeljik el, de a 4/a ardnyt valtozat-
lanul hagyjuk, akkor a gravitdcios gyorsulas fenti érté-
kei kétszeresiikre nének, de az altalanos kép nem
valtozik, és a peremen mérheté délésszogek is ugyan-
azok maradnak.

Vajon mit tapasztalnak a bolygd peremét meglato-
gat6 laposfoldi turistik? Semmit, hiszen extra felszere-
lés nélkil nem is juthatnak el a peremhez vagy a csa-
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csokhoz! A gravitacié ugyanis nemcsak az emberekre
hat, hanem a levegére is: a bolygo légkore a siklap
kozéppontja kornyékén koncentralodik. A felszinen
sétalva (avagy ,hegyet maszva”) és a perem felé koze-
ledve lassan kiemelkediink az egyre ritkulo légkorbdl.
Ezért a négyzetlap pereme és cstcsai levegétlen szik-
lakként a vilaglrbe merednek. Ha a Laposfold mére-
tei és a kozéppont kortli gravitacio a foldihez hason-
16, akkor a négyzetlap sarkai tobb ezer kilométer ma-
gassagl hegyeknek felelnek meg — a cstcsok magas-
sagaban mar messze a vilaglrben jarnank. Ezt a hegy-
maszast szkafander (és sok heti élelem) nélkul senki-
nek sem ajanljuk.

Mi a helyzet a négyzetlap kényelmesen lakhato
kozéppontja kornyékén? Itt az emberek nagyjabol
figgdleges testtartassal jarnak, azonban érzik a gravi-
tacios térerésség kozéppont felé huzo vizszintes kom-
ponensét. A (4) egyenlet szerint ez az er§ aranyos a
kozépponttol valod tavolsiaggal. Tegylk fel, hogy télen
jég boritja a talajt, akkor az emberek el is kezdenek
csuszni a kozéppont fel. Ha pedig oldalirdnyt sebes-
séggel is rendelkeznek, akkor korcsolydjukon kerin-
geni kezdenek a kozéppont koril, a (4) egyenlet
megoldasanal emlitett keringési id6vel. A bolygo fenti
paraméterei esetén a keringési idG 167 perc lesz — ezt
a foldi Grhajok és miholdak 90 perces keringési idejé-
vel kell 6sszehasonlitani.

Itt emlitjuk meg, hogy 2020-ban az Ortvay Rudolf
nemzetkozi fizikai problémamegold6 versenyen sze-
repelt egy feladat a laposfoldi korcsolyazassal kapcso-
latban [13]. A feladat a fentiek alapjan konnyen meg-
oldhato.

Laposfold 6cednja

Ha mar hegyet masztunk és korcsolyaztunk, akkor ne
hagyjuk ki a laposfoldhivék masik kedvenc, sokat em-
legetett sportjat, a tengeri hajokazast sem. Ok Ggy kép-
zelik, hogy Laposfold tengerének felszine (a kismérté-
kd hullamzastol eltekintve) tikodrsima, és belesimul az
egész bolygd sikjaba. Kilonods gondolatfutamokkal
probaljak megmagyarazni, miért nem latjuk Bretagne
partjair6l az amerikai kontinens partjait — ezt a légkor
fénytorésére vagy fényelnyelésére fogjak. Lassuk tehat,
mi hatarozza meg a tenger felszinének alakjat egy va-
l6ban lapos bolygon, azaz Laposfoldon!

Mint tudjuk, a nyugalomban levé viz felszine vizszin-
tes. Mit jelent ez? Azt, hogy nem folyik el egyik irdinyba
sem. Miért folyna el? Mert ha lenne a gravitacids erének
a felszinnel parhuzamos komponense (ahogy patakok
és folyok esetében van is!), akkor a viz azonnal megin-
dulna a lejtés iranyaba. Mikor nem folyik hat a viz, mi-
kor maradhat nyugalomban? Csakis akkor, ha felszine a
graviticios erGtér ekvipotencialis felilete.

A Fold esetében ez a feliilet a bolygd gémbszim-
metrikus alakja miatt szintén gomb. (Tekintsiink most
el a Hold aszimmetrikus irdnya gravitacios hatiasa miatt
felleps  arapaly-effektusoktol.) Laposfold esetében
azonban lattuk, hogy a graviticios térerGsség g vekto-
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ra nem merdGleges a sik felszinre, ezért ez a felszin
nem ekvipotencialis feltilet. A valddi ekvipotencialis
feluleteket meghatarozhatjuk a graviticids potencial
(6) képlete alapjan. E feliletek bolygd sikjaval vett
metszésvonalait mutatja be 6. dbra, az erre a sikra
merdleges metszetek a 7. dbrdan lathatok. Jol latszik,
hogy az ekvipotencialis feltiiletek Laposfold sikja folott
,kidudorodnak”, ezek egyike lesz az 6cean felszine.

Azt, hogy ezen ekvipotencidlis feliletek koziil
ténylegesen melyik lesz a vizfelszin, az Ocedn teljes
vizmennyisége hatirozza meg, és csak numerikusan
lehet kiszamitani. A 2022-es Ortvay Rudolf nemzet-
kozi tizikai problémamegoldd versenyen is szerepelt
egy feladat, amelyben éppen a laposfoldi 6cean alak-
jat kellett kiszamolni [14].

E feladatban azt tételeztik fel, hogy Laposfold
négyzetes hasabjanak vastagsiga negyede a négyzet
oldalanak, az 6cedn partvonala pedig éppen félaton
hazodik a négyzet kozéppontja és éle kozott. Ezen
adatok alapjan mar ki lehetett szamitani a part megje-
161t pontjan athaladd ekvipotencialis felilet adatait.
Egyebek kozt azt is, amire a feladat kérdezett: milyen
magasan all az 6cedn vize a négyzet kdzéppontja fo-
l6tt? Ez az adat az 6cean maximalis mélysége, felada-
tunk numerikus adatai esetén a négyzet a oldalélének
0,0356-szorosa. Ha Laposfoldet a Foldhoz akarjuk
hasonlitani, vilasszuk a négyzet oldalat 10000 km
hossztusaginak (ekkor a kézetlap vastagsiga 2500
km), az Ocedn legnagyobb mélysége pedig 356 km.
Hasonlitsuk ezt 6ssze a foldi 6ceanok atlagosan 4 km-
es, maximalisan 11 km-es mélységével — lathatjuk,
hogy a laposfoldi 6cedn valoban jelentSsen kilonbo-
zik foldi megfeleljétsl!

A foldi 6cean a szilard kéreg homorulataiban he-
lyezkedik el (vagy inkdbb forditva: mivel a felszin
nagyobb részét tenger boritja, azt mondhatjuk, hogy a
szarazfoldek a kéreg magasabban elhelyezkedd ré-
szei). Ezzel szemben a laposfoldi 6cean egy hatalmas
vizlencse a bolyg6 siklapjara helyezve: tgy dudorodik
ki a felszin f6lé€, mint a zsiros papirra csoppentett viz-
csepp. Mig azonban az utdbbit a felileti feszultség
stabilizdlja, addig a laposfoldi 6ceant a ferdén hato
gravitacios erd koncentralja a bolygofelszin kozép-
pontja kozelébe. Az 6cean alakjat a 10. dbra mutatja
be. Megemlitjik, hogy Chapell és tarsai cikkében [3]
sok egyéb érdekes effektus mellett egy kocka alaka
bolygd egyik lapjan elhelyezked§ 6cedn haromdi-
menzios abrija is lathato.

Mivel a fény Laposfoldon is egyenes irdnyban ter-
jed (a gravitacio fényt elhajlité hatasa ugyanuigy elha-
nyagolhat6, mint a Fold esetében), a laposfoldi 6cean

10. dbra. Laposfold 6ceanja. Az 6cedn felszine a V(X, Y, Z) gravita-
cios potencial ekvipotencidlis feliilete.

CSERTI JOZSEF, DAVID GYULA: ELET A LAPOSFOLDON

egyik partjan lakok éppen Ggy nem lathatjak a talso
partot, mint a franciadk Amerikat. Raadasul a strando-
lasrol is le kell mondaniuk: Laposfoldon nincsenek
lapos, lassan mélytls sekély vizzel lepett homokos
tengerpartok: a laposfoldi szarazfold sikja mindenttt
¢éles szogben emelkedik ki a vizbdl. A Foldon példaul
a dalmat tengerparton lathatunk hasonlé helyzetet.

Képzeljik el az életet a laposfoldi 6ceanban! A viz
tobb szaz km-es mélysége miatt semmiféle foldi éls-
lény nem élhetne meg a tenger mélyebb z6niiban, ahol
Oridsi a nyomas. Az altalunk ismert élet csak az 6cean
felszine kozelére és a tengerpart melletti keskeny, vi-
szonylag sekély gyUrdre terjedne ki. Akarcsak a szaraz-
foldi élet: nem messze az Ocedn partjatol a négyzet
konyortelentl emelkedd(nek ting) lapja mar eléri a
vilagrt, igy a laposfoldiek élettere csak az 6cean koruli
keskeny, gylrd alakua savra korlatozodik.

Ha a laposfoldiek tudomanya is l1étrehozza a foldi-
hez hasonld szintd fizikat, 6k is levezethetik e cikk-
ben leirt eredményeket. A graviticios térerGsségre
vonatkoz6 méréseikhez illesztett képletek alapjan
meghatarozhatjak bolygojuk atlagos strlségét és a
négyzetlap vastagsigat is. Es ha elég fantaziaval aldot-
ta meg Sket a sors, akkor akar arrél is dbrandozhat-
nak, hogy a lapos négyzet tulsé oldalan hozzijuk
hasonlo 1ények élhetnek, masik lencse alaka 6cedn-
nal, t6lik teljesen fliggetlen evolicioval a hatuk mo-
gott. E feltételezett testvéreiket azonban az trhajozas
kifejlesztése elStt nem latogathatjdk meg, legfeljebb,
ha civilizaciojuk legnagyobb technikai vallalkozasaval
atfarjak a bolygo lapos lapjat. (Természetesen Lapos-
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egy feladat egy korabbi Ortvay-versenyre [15].)

Osszegzés

Kiszamoltuk Laposfold gravitacios terét, és ez alapjan
megallapithatjuk, hogy Laposfoldon valoban furcsa az
¢élet. A gravitacios er6vonalak a felszin kozepe felé
mutatnak. Ezért a folyok is a kozéppont felé aramla-
nak, taplalva a lencse alaktan kidomborodo, rettene-
tesen mély 6cednt. Az itt el emberekre hat egyrészt a
megszokott, felszinre merdSleges iranya gravitacios
erd, de emellett fellep egy kozéppont felé mutatod erd
is. A sik felileten a kozéppontdl tivolodva olyan,
mintha egy emelkedén kellene felkapaszkodni. Ha
nincs 6cedn, de jég boritja a négyzet kozepét, akkor
korcsolyazni is lehet: az emberek a kozéppont koril a
ellipszispdlyan haladnak Ggy, hogy a keringési idejik
a kozéppontol mért tavolsiagtol fuggetlentl azonos
(ha ez a tavolsag nem tal nagy). Ugyanakkor a gravi-
tacids gyorsulds csak lassan valtozik a kozépponttol
tavolodva. A bolygd légkore is Laposfold sikjanak
kozepére koncentralodik, a négyzet élei és sarkai
pedig elérhetetlen hegygerincekként és hegycstcsok-
ként nyulnak ki a vilagtrbe.

Ebben a cikkben nem vizsgiltuk a korong alaka
bolygo graviticios terét, az érdeklGds olvasonak Nagy
munkajat javasoljuk [16]. Mindenesetre a bolygo felszi-
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nén kvalitativen ugyanazt az erSteret varjuk, az erévo-
nalak a korong felszinén annak kozepe felé fognak
mutatni a téglatest alaka bolygdbhoz hasonléan (4m az
5. és 6. abrakkal ellentétben az erGvonalak nem gor-
biilnek, hanem sugaririnyban mutatnak befelé, az ekvi-
potenciilis vonalak pedig korok lesznek). A cikkben
leirt geoldgiai, meteorologiai, biolodgiai és turisztikai
kovetkeztetések sem nagyon térnek el a négyzet és a
korong alakt bolygo esetén — az egyetlen lényeges kii-
lonbség, hogy utobbi esetben a négyzet sarkai képvi-
selte, Grbe meredd buiszke hegycstcsok hiinyoznak.

Végul az Olvasora bizzuk, hogy eldontse hol jobb
élni: Laposfoldon, vagy a mi, jol megszokott Foldin-
kon. RemélhetSleg a cikk olvasdsa utan lesz, aki jovo-
re az Ortvay Rudolf nemzetk6zi fizikai problémameg-
oldo versenyen a témaval kapcsolatban egy uGjabb
feladatot javasol a szervezSknek (akik megegyeznek
e cikk szerzégivel).

Fiiggelék

Téglatest gravitacios potencidlja

és elsd két derivaltja

Ahogy a bevezetSben emlitettiik, az irodalomban jol
ismert, hogy téglatestre a graviticidés potencidl (1)
egyenletben felirt harmas integrdlja analitikusan ki-
szamolhato. Az alabbi képletek a téglatesten kivil és
belll egyarant érvényesek, és példaul Hadz cikkében
megtalalhatok [7]. A teljesség kedvéért az alabbiakban
felsoroljuk ezeket a formuldkat. Ebben a cikkben eze-
ket a képleteket programoztuk be és hasznaltuk az
analitikus €s a numerikus szidmitasokhoz.

e A gravitdcios potencidl:

x=X+A4 (6)

z=7+C ]y= Y+B

VR) = pf“{(p(x, o) by

)

Y=Y-B Jx-x-4

ahol

o(x,,2) = l[xz arctg [ﬂ] + 92 arctg(ﬂ] +
2 Xr yr

+ 22 arctg(ﬂn—
zr

—[yzln(x+ r+xzln(y+r)+

+xyln(z+ 1’)} ,

valamint

V=‘/x2+y2+zz

G012 = fa) = flup.

Az utols6 képlet a Newton—Leibniz-formula. Az
arctg(x) értelmezése: —m/2 < arctg(x) < w/2. Ha a ha-
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tarozott integralok kiszamitisahoz alkalmazzuk a
Newton-Leibniz-formulat a harom valtozora, akkor a
V(R) potencidl 48 taghdl fog allni.

o A téglatest gravildcios erétere, a potencidl elsé
derivaltjai:

A g gravitacios térerésséget a (2) egyenletben adtuk

meg. A levezetést mell6zve itt csak felsoroljuk tégla-

testre a térerGsség komponenseit:

_ OVIR) _
! IR,
@))
- z=z+C |y=Y+B |¥=XHA
p.f“[(pxx, b
€s
,(x, ¥, z) = xarctg J;C—i —yln(z+r) - zln(y+ r),
0,(x, y, z) = yarctg XZ1_xIn(z+ 1) - zIn(x+ r),
yr
@4 (x, y, z) = zarctg Xy —xIn(y+ ) — yln(x+ »),
zr

aholi=1,2,3és R =X K=Y, k=72

o A téglatest potencidaljanak mdsodik derivaltjai:
Gyakran van sziikség a gravitacids potencial masodik
derivaltjaira. Téglatestre ezeket a formulakat megtalal-
hatjuk példaul Hadz cikkében [7]. A levezetést ismét
mellGzve itt csak felsoroljuk a képleteket:

9’ VIR) _
JR,0R,
' ®
_ z=z+C |y=Y+B |¥=X+4
B pf“[(p”(x7 b Z>}Z=Z—C ])F Y=B | y=x-4
és
0,(x 0, 2) = arctg(ﬁ} @,,(x, p, 2) = arctg(ﬁj,
xXr yr
055(x, y, 2) = arctg(ﬂ), 0,(x, 9, 2 = =In(z+ 1),
zr
05(x, y, 2) = =In(y+ 1), @,(x p 2) = =In(x+7),

ahol 4, j=1, 2, 3.

Itt szeretnénk megemliteni, hogy ezeket a képlete-
ket valoszinlleg Edtvés Lordnd is hasznilta, amikor a
gravitaci6s allandé meghatarozasihoz két 6lomtégla
kozé helyezett inga lengésidejét mérte (lasd EOtvos
cikkében a 251-258. oldalakat a [17] hivatkozdsban).
Azt, hogy Eotvos méréseiben miért a gravitacios po-
tencial masodik derivaltjai jelennek meg, részletesen
leirtuk a [11] cikkben.
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Megjegyzések, kiegészitések

Konnyen beldthatd, hogy ha az R pont a téglatest
valamely sarkan vagy az egyik élén vagy egyik lapjan
helyezkedik el, akkor a fenti ¢(x, y, z) primitiv fligg-
vény bizonyos tagjai szingularisak, ami az analitikus
és a numerikus szdmoldsokndl gondot okozhat.
Ugyanakkor, megmutathato, hogy ezen pontokban a
szingularis fuggvények hatdrértéke zérus. Példdul a
(6) képlet szerint a téglatest mind a nyolc sarokpont-
jaban egy xyIn(z+7) alaku kifejezést kellene kiszami-
tani a vizsgalt pont és a sarokpont tavolsigat méré
(x, y, z) valtozok (0, 0, 0) értékénél, de ezen a helyen
a képlet nincs értelmezve. Megmutathaté6 azonban,
hogy a kifejezés hatarértéke létezik:

lim xyln(z+r) = 0. ()

(x, y, 2) —=(0,0,0)

Hasonldan kezelhetSk a primitiv fliggvény mas szin-
gularis pontjai is [6]. Ezért a gravitacios potencidl a
teljes haromdimenzids térben értelmezhetd.

Végul megjegyezziik, hogy szamos cikkben a fenti
képletekben az In(r+2) helyett az arth (z/7) figgvény
szerepel (lasd példaul [2]). A tovabbiakban megmutat-
juk, hogy mindkét primitiv fliggvénnyel ugyanazt az
eredményt kapjuk, ha a Newton-Leibniz-formula sze-
rint kiértékeljik a megfelel§ hatdrozott integralokat.
Valdban az

2
arth |2 | = lln A lln —(r+ 2)
r 2 r—z 2 P

In(r2-z?% =

= In(z+7r)—

[\J|n—\

In(r+ 2) - =In(x?+y?)

N =

végeredményben a masodik tag csak az x és az yvil-
tozotol fligg, és ezért a z valtozo szerint alkalmazva a
Newton-Leibniz-formuldt a jarulék zérus lesz. Igy
annak ellenére, hogy az In(r+z) és az arth(z/r) pri-
mitiv fiiggvények kilonbozsk, hatarozott integraljuk
z szerint azonos eredményt adnak. Hasonl6an a fenti
képletekben az In(r+x) és az In(r+y) figgvények he-
lyett hasznalhatjuk az arth (x/7) és az arth (y/7) primi-
tiv fliggvényeket is. Tapasztalataink szerint Mathema-
tica programot hasznilva analitikus eredményeket
gyorsabban kaphatunk az arth figgvénnyel.
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