A FIZIKA TANITASA

EGY APRO JATEK KAOTIKUS KALANDJAI - 1. rész

Az irds egy néhany éve koz-
kedvelt jaték, a Fidget Spin-
ner (a cikk tovabbi részében
spinner) egy, az atlagostol el-
téré felhasznalasi lehet&ségét
vizsgilja. Magneseket helyez-
ve a spinnerek végeire, majd
egymiashoz kozel forgisba
hozva &ket, a spinnerek ger-
jesztett, bizonyos kezddfelté-
telek mellett kaotikus mozga-
sokat produkilnak. A cikk
célja a mozgasegyenletek fel-
irasaval, majd a mozgasok szi-
mulalasaval a kialakuld moz-
gasok vizsgalata.

A cikk els6 részében a spinnerek gerjesztett moz-
gasat elemezzik konzervativ és disszipativ esetekben
stroboszkopikus leképezések segitségével, és meg-
vizsgaljuk a pillangoeffektust.

A kovetkezS honapban megjelend masodik rész-
ben a rendszer konzervativ, alland6 energiaja faziste-
rében elemezzik a rendszert Poincaré-leképezést

A cikk szerz6i koszonetet mondanak 7él Tamds tanar Grnak, akinek
kitartdsa, biztatdsa, timogatasa, segitsége nélkiil a cikk nem johetett
volna létre. Ugyanigy koszonettel tartozunk Nagy Péter tanar Grnak
a Dynamic Solver program megismeréséeért.

Végh Péter a Debreceni Egyetem fizikus
szakan szerzett diplomat, majd muforditas-
sal, késébb pedig szakforditassal foglalko-
zott. Jelenleg a Google-nak dolgozik nyelvi
lektorként.

Izsa Eva azt ELTE-n szerzett matematika—
fizika majd informatika szakos tandri diplo-
mat. Jelenleg az ELTE Fizika Doktori Iskola
Fizika Tanitisa programjanak hallgatoja, a
Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium és
a PestszentlGrinc-Pestszentimrei Felnéttek
Altaldnos Tskolaja és Gimndziuma tandra.
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Végh Péter — vistatec
Izsa Eva — Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium

1. abra. A spinner és szerkezete.

alkalmazva, majd egy egyszerld modszert mutatunk be
a rendszer Ljapunov-exponensének meghatarozasara.
<>

Gyakorl6 tandrként tudjuk, hogy idérdl idére feliiti fejét
egy-egy slagerjaték az iskolakban, amellyel a szinetek-
ben és az 6rakon hetekig, honapokig szorakoznak ta-
nitvanyaink. Ilyen volt példaul a beyblade, a finger-
board (ujjgordeszka), a peonza, az astrojax, de akar a
btivos kocka is még az el6zG évezredben. Ha mar az
oran valo jaték miatt tal vagyunk néhany beirason,
esetleg begyijtottiink egy-kettSt az aktualis kiityikbdl,
érdemes ezeket fizikatandri szemmel is megvizsgalni.
Lelkesen vasarolunk minden ilyen eszkozt, és amikor
csak lehet, hivatkozunk rajuk tanitds kozben, vagy ki-
sérleti eszkozként hasznaljuk azokat a feladatokhoz.

Néhiany éve volt a didkok korében az aktuilisan
mend jaték a Fidget Spinner — elterjedt magyar nevé-
vel sajnos nem taldlkoztunk (1. dbra).

Az 1. abra bal oldali képe a dobozbdl kibontott,
eredeti allapota spinner. A lényeg az 1. dbra masik
képén latszik. A kozépss, kerek, lepattinthatd md-
anyag lap alatt egy kis csapagy talalhat6. Ha e mu-
anyag lapra letessziik a spinnert, majd megforgatjuk,
akkor a forgds a csapagy minimdlis strlodasa miatt
nagyon sokaig fennmarad. A diakok, illetve tigyesebb
feln6ttek nem az asztalon, hanem valamelyik ujjbe-
gyukon forgatjak, extrém vallalkozok forgas kozben
atdobhatjak egyik ujjukrol a masikra is.'

Video linkje a spinnerrél mikodés kézben
https://youtu.be/UQmCYTZRktU
illetve a qr-kod segitségével.

FIZIKAI SZEMLE 2022/8



Eddig ez ,csupdan” egy forgd mozgas elég kicsi sar-
lodassal, esetleg egyensulyi helyzetek elemzésével
vagy a perdilet, illetve perdilletmegmaradas vizsgala-
taval. De ha egy-egy gombmagnest helyeziink megfe-
lel6é polaritassal a spinner-,szirmok” fém részére,
amelyek a képen feketének latszanak, majd egymas-
hoz annyira kozel helyezziik a spinnereket, hogy for-
gas kozben ne utkozzenek Ossze, érdekes jelensége-
ket tapasztalhatunk .

Ha az egyik spinnert megporgetjik, esetleg allando
szogsebességl forgiasba hozzuk, az a magneses téren
keresztil kolcsonhatasba 1ép a masik spinnerrel, és az
is forogni kezd. Utobbi forgdsa szintén a magneses té-
ren at visszahat az elsg spinnerre, tehat annak forgisa
is valtozhat. A kisérletekben az latszik, hogy ha mind-
két spinner szabadon foroghat, akkor mindketten 6sz-
szevissza mozognak, ha pedig az egyiket allando
szogsebességgel forgatjuk, akkor csak a masik moz-
gasa tlnik kiszamithatatlannak. A mozgisok sorin
megfigyelhetSk rezgéshez hasonlo fazisok, amelyeket
atfordulasi periodusok kovetnek. Ezek hossza és jelle-
glik sem ismétlddik, a mozgas nem tlnik elSrejelez-
hetének. Lehetséges, hogy ezek az egyszeri eszko-
z0k kaotikus mozgast végeznek?

Hogyan hat egymdsra ez a két ,migneses” spinner,
le tudjuk-e irni a mozgasukat? Ezekre a kérdésekre
kerestiik a valaszt. Az eredmény pedig meglepé lett.
Gondolnank-e, hogy ez az egyszeru kis jaték a kiin-
dulasi allapot kis valtoztatasira merSben eltérGen
reagil, és a paraméterek minimalis valtoztatdsaval
érdekesebbnél érdekesebb mozgisokat produkal?
Eszébe jutna-e a kaotikus mozgasok szemléltetésére
barmelyikliinknek a spinner?

Hogyan vizsgiljuk a spinnereket? Forgathattuk
volna mi is az ujjainkon vagy az asztalon azokat, fel-
vehettik volna az elvégzett valos kisérleteket kamera-
val, elemezhettiik volna azokat példaul a Tracker
programmal vagy hasonl6 tdrsaival. Ehelyett egy
masik utat valasztottunk. Elkészitettiik a dolog mate-
matikai modelljét, vagyis meghataroztuk a mozgast
leird differencialegyenleteket, amelyeket numeriku-
san oldottunk meg és dbrazoltunk egy alkalmas prog-

A migneses fidget spinner mozgisai, szoveg
és 4 video: https://sites.google.com/view/spinner- [OF
cikk/tartalom/2-a-m%C3%A1gneses-fidget-spinner- =
mozg%C3%Alsai i

=
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ok:

Az egyes videok elérhetdségei:

1. Mindegyik spinneren 1-1 magnes, magara
hagyottan mozognak az inditds utan:
https://youtu.be/yTeoHt4zQO0A
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2. Mindegyik spinneren 3-3 magnes, magara
hagyottan mozognak az inditds utan:
https://youtu.be/fQGWFOLGgJg

'Ell

3. Mindegyik spinneren 1-1 magnes, az egyiket
allando szogsebességgel forgatjuk:
https://youtu.be/23VP3QAR7il
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4. Mindegyik spinneren 3-3 magnes, az egyiket
allando szogsebességgel forgatjuk:
https://youtu.be/x4JRbLhM4Hg
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ram [1] segitségével. Vagyis ,szimuldltuk” a mozgast
az azt meghatiarozo fizikai torvények segitségével.
Miért? Mert egyrészt ezt konnyebb volt kivitelezni, de
ami még fontosabb: igy sokkal gyorsabban és sokkal
tobb kisérletet tudtunk végezni adott idS alatt. Amit
tehat csindltunk, az nem mas, mint ,szamitbgépes
kisérleti fizika”.

A kaotikus mozgasok iskolai tanitisa szamos cikk
témdja volt mar a jelenség altalanos bemutatasatol
kezdve [2] elemi kisérletek elemzésén keresztil [3]
konkrét mozgisformiak bemutatisiig [4-7]. Régota
rendelkezésre all egy egyetemi tankdnyv, amelyet
érdekléds kozépiskolai tanarok is forgathatnak [8], s
az utobbi években megjelent a tanirok, illetve az &
kozvetitésiikkel kozépiskolasok egyéni, akar online
tanuldsat segit6 anyag is [9, 10]. Ma mar hozzaférheté
a numerikus mozgaskovetés elemeit iskolasoknak
bemutat6 e-learning oldal [11], s tobb cikk is foglalko-
zik egy fejlett, de az elkotelezett didkok altal konnyen
elsajatithato, s dltalunk is hasznalt program [12] bemu-
tatasaval. A [13] forrasban két konkrét fizikai problé-
ma elemzésének megismerésével juthatnak kozelebb
az érdekl6dsk a program megismeréséhez. Cikkiink
Ujdonsaga az, hogy egy hétkoznapi eszkodz, a spinner
kaotikussagat kivdnja felderiteni.

Egy kis kaotikus bevezetés

Miel6tt beleugranank a mélyvizbe, érdemes feleleve-
niteni néhiny nélkilozhetetlen fogalmat. A kidosz
hétkoznapi jelentése csak tavoli rokonsiagban all a
tizikai fogalommal, de a fizikai rendszerek kaotikus
viselkedése nem kevésbé gyakori, mint mindennapi
életinkben a kdosz. Egy rendszer mozgisat akkor
tekintjik elsé kozelitésben kaotikusnak, ha idébeli
lefolyasa szabalytalan. Egy adott idSpillanathoz tarto-
z6 allapotbol még kovetkeztethetiink a kovetkezd
néhany allapotra, de hossza tivon megjosolhatatlan a
rendszer viselkedése. Hogyan jelentkezik ez a spinne-
rek mozgasaban? A késSbbiekben részletezett médon
elkészitettik a spinnerek mozgasanak szimuldciojat,
és futtattunk néhany szamitogépes kisérletet. Ha a
gerjesztS spinnert allando szogsebességgel forgatjuk,
azt varnank, hogy a gerjesztett spinner mozgasa is
periodikus marad. Lissunk egy eredményt! A 2.
dbrdan a szabadon forgd spinner szogsebesség—idd
grafikonjit latjuk, mikézben a masik spinnert allando
szogsebességgel forgatjuk. Mindkét spinneren 1-1
magnest feltételeziink. Az eredmény egy teljes sza-
balytalansagot mutatd, kiszimithatatlan mozgas.

A kaosszal kapcsolatban gyakran felmertl a ,pil-
langdeffektus” [14] fogalma is. A pillangoeftektus azt
jelenti, hogy a kaotikus rendszer rendkivul érzékeny a
kezdeti feltételekre. Ha a kezdeti feltételeket akar
csak nagyon kis mértékben is megvaltoztatjuk, az
hosszu, vagy akar viszonylag rovid tavon is gyokere-
sen mas mozgast eredményez. Ezt a jelenséget is
megtapasztalhatjuk az elkészitett szamitogépes kisér-
lettinkkel.
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https://sites.google.com/view/spinner-cikk/tartalom/2-a-m%C3%A1gneses-fidget-spinner-mozg%C3%A1sai
https://sites.google.com/view/spinner-cikk/tartalom/2-a-m%C3%A1gneses-fidget-spinner-mozg%C3%A1sai
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2. abra. Egy spinner szimulalt szogsebesség—id6 grafikonja a masik spinner egyenletes forgatasa esetén. A szogsebesség €s az id6 dimen-
ziotlan egységekben van abrazolva. (A Dynamic Solver program altal szolgaltatott dbra.)

A 3. dbran két olyan mozgis w,—w, grafikonjat ab-
razoltuk (azonos iddpillanatokban), amelyeknél a
paraméterek azonosak voltak, és a kezd&allapotok
kozott csak a két d1mer121ot1dn szogsebesség tért el
mindossze 0,001 értékkel, alkalmasan valasztott egy-
ségekben. A két, kozel azonos kezddéallapotot az
abran a + jelzi, a végallapotokat a fekete x-ek, és azt,
ahol a 2 mozgas drasztikusan kezd szétvalni, egy fe-
kete pont.

Vagjunk bele — azaz az alapok

A spinnerek mozgisinak minél érthetSbb leirdsihoz
néhany egyszerusitést alkalmazunk. Csak az egymag-
neses eseteket vizsgaljuk, és a magneseket elektro-
mos toltésekkel helyettesitjik. Ez utdbbi kozelités
ugyan nem teljesen pontos, de mivel a magnesek
kozti taszitas jellege hasonld az elektromos toltések
kozti taszitashoz, bizunk benne, hogy eredményeink
jellege is hasonlitani fog a valos jelenséghez. Ez a
kozelités gyakori a magneses ingak mozgasanak leira-
sakor is.

Vizsgiljunk elGszor egy idedlis, surlodasmentes
esetet. Ekkor a miagnesek kozott hatd er$ az ismert
képlettel felirhaté Coulomb-er§ lesz. A Coulomb-erék
altal a spinnerekre gyakorolt forgatonyomatékok ha-
tarozzak meg a spinnerek forgasat.

3. dbra. Az w,—m, sikon dbrazolt pillangoeffektus, @, = 0,44 mindkét
esetben w,, = 0,4 a z0ld, szaggatott, @,, = 0,401 a piros, folytonos
graﬁkon esetén. A szogsebességek dimenzidtlan egységekben van-
nak abrazolva. (A Dynamic Solver program altal szolgaltatott abra.)
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A 4. dbran a korvonalakon 1évé kék pontok a
magnesek, a korok kozéppontjai a spinnerek kozép-
pontjai, d a kozéppontok tivolsaga, ¢, és ¢, pedig a
magnesek aktuilis helyzetét megado szog.

Ha az egyik spinnert (a 2. index(t) alland6 szogse-
bességgel forgatjuk, akkor csak két szabad valtozonk
van: a ¢, és az @, hiszen a masodik spinner mozga-
sat, mint gerjesztd forrdast, mi hatarozzuk meg. Ezt Ggy
is mondhatjuk, hogy a rendszer fdzistere ebben az
esetben kétdimenzios lesz [8].

Ha mindkét spinner szabadon foroghat, akkor a
rendszer allapotat 4 valtoz6 hatarozza meg: a @, és @,,
valamint az @, és az ®,. Ekkor a rendszer fazistere 4
dimenzi6s.

A spinnerek forgasinak mozgisegyenletei a pilla-
natnyi forgastengelyiikre felirva:?

d?e, _
dt?

€9)
) —Cos@, sing, + sing, cos@, + d sing,
kQ r

3 37
mr 5 =

+[sing, - sinqoz}z

COSQ, — COSP, — —

valamint

an

. . d .
—Cos@, sing, +sing, cos@, + — sing,
r

_ kO’

mrd

El
2 2

cosp, = cos@, - —| +[sing, - sin(/)z}2

Itt m = 0,065 kg a magneses spinner megmeért tome-
ge, amelyet az egyszertség kedvéért a toltés helyére
stritve képzeliink el; = 0,025 m a spinnerek sugara,
amit a forgastengelytSl a magnesek kozepéig mér-
tiink; d = 0,06 m a két spinner kézéppontjanak tavol-
saga, amelyet Ggy vilasztottunk, hogy a spinnerek ne
akadjanak 0ssze forgas kozben, de a magnesek egy-
masra valé hatasa még elég erGs legyen; Q a felté-

https://sites.google.com/view/spinner-cikk/tartalom/

=3
’A mozgasegyenletek részletes levezetése: i
4-a-mozg%C3%Alsegyenletek-levezet%C3%A9se [=
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https://sites.google.com/view/spinner-cikk/tartalom/4-a-mozg%C3%A1segyenletek-levezet%C3%A9se
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4. abra. Az elrendezés modellje. F a magnesek/toltések kozotti ta-
szitd erd, Q a toltések feltételezett nagysaga, r, és r, a forgistenge-
lyektdl a toltésekhez mutatd helyvektor.

telezett elektromos (magneses) toltés nagysaga, k a
Coulomb-torvényben szereplS allando.

Q nagysagit az egymastol 1 cm-re levé magnesek
kozott 1 N erdt mérve szamoltuk vissza, igy Q=107 C.

A kapott egyenletben még sok paraméter szerepel,
ezek szamat probaljuk meg csokkenteni. Erre egy
hatékony modszer a dimenzidtlanitas [8], amelynek
lényege, hogy az egyenleteket ugy irjuk at, hogy a
bennik szereplé viltozok és paraméterek mar ne
rendelkezzenek mértékegységekkel, azaz dimenziot-
lan szamok legyenek. Ezzel az is elérhetS, hogy a
paraméterek szama csokkenjen, és csak annyi para-
méter maradjon meg, amennyi a rendszer lényegi
leirasahoz valoban sziikséges. Mindehhez els6ként az
idét probaljuk meg dimenziotlanitani. Vagyis az idét
mostantol nem masodpercben, hanem egy dimenziot-
lan szammal, egy ,alap idSegység” tObbszoroseként
mérjik. Ha az alap idSegységet jol valasztjuk meg,
elérhetjik, hogy az egyenletekbdl bizonyos paramé-
terek eltlinjenek. Az alap idGegységet nevezhetjik a
rendszer karakterisztikus idejének, hiszen ez altala-
nossagban jellemzi a rendszert.

Az idét tehat tgy dimenzidtlanithatjuk, hogy a ¢
valtozorol attérink egy dimenzidtlan ¢ valtozoéra a
kovetkezé egyenlet szerint:

1=1r1,

7 lesz a rendszer karakterisztikus ideje, erre a részle-
tes levezetésbdl

T=

mr3 D

kifejezés adodik, ami a mi paramétereink esetén 7 =
0,1 s. Vagyis mostant6l az id6t nem masodpercekben,
hanem 0,1 masodperces egységek tobbszoroseként,
dimenzi6tlan szimokban mérjiik, és #’-vel jeloljik.*

Az id6 ilyen valasztassal, valamint a D = d/r —
szintén dimenziétlan paraméter — bevezetésével a ()
és (ID mozgasegyenletek a kovetkez6 alakra egysze-
risodnek:

‘A dimenzi6tlanits részletes levezetése:
https://sites.google.com/view/spinner-
cikk/tartalom/5-a-mozg%C3%Alsegyenletek-
dimenzi%C3%B3tlan%C3%ADt%C3%Alsa
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do] d?e,

dr dr?
. . . @)
—cos@, sing, +sing, cosg, + Dsing,
5 bl
([Cos(p] - cosg, - D}Z +[sing, —sing, | 2 ) 2
valamint
doj d’e, ~
dr dr’?
3

—Cos@, sing, + sin@, cos@, + Dsing,

oW

([cosqo1 - cos@, - D}Z +[sing, —sing, | 2)

Itt mar az @] és @, is dimenzidtlan mennyiségek, igy
mar a tovdbbi grafikonjainkon is mindenhol dimen-
ziotlan mennyiségek szerepelnek.

Lathato, hogy igy mar csupan egyetlen paraméter,
a D = d/rhatirozza meg a mozgas jellegét. Esetiink-
ben d = 0,06 m; »= 0,025 m; igy D = 2 4.

Gerjesztett eset

A valdsagban és a videdkon lithatd mozgisok hu
leirasahoz figyelembe kell venniink a mindig jelenle-
vG surlodasi veszteséget. Az el6z6 egyenleteket ekkor
egy Ujabb taggal kell kiegésziteniink, amivel a felléps
surlodasi erét vesszik figyelembe.

Mi Stokes-féle surlodast tételeziink fel, azaz olyat,
amelybdl adodo  szogsebesség-valtozds aranyos a
szogsebességgel. (Hasznalhattunk volna a sebesség
négyzetével aranyosat is, az eredmények jellege
ugyanolyan lenne.) A Stokes-sturlddast az utolsod tag
irja le.
dw;

dv
4

’
1

—CosQ, sing, + sing, cos@, + Dsing,
= -K®

o] o

([Cos(p] - cos@, — D}Z + [Siﬂ% - Sin(/’z} 2)

Hasonlo egyenlet érvényes a mdsik spinnerre is,
ugyanazzal a k-val. Az (j x paraméter szemléletes
jelentése az, hogy reciproka, 1/, az az idS, mely alatt
a szogsebesség korilbelil harmadara (pontosabban
e-ed részére) csokkenne. Ha példaul x = 0,01, a le-
csengési id6 100 egység, ez az érték ezért gyenge
surloédasnak felel meg.

Ha mast nem valtoztatunk a rendszeren, akkor —
ahogy a videokon lattuk — a strloédas miatt a mozgas
leall. Ennek megakadalyozasihoz potolnunk kell az
elveszett energiat.

Forgassuk a 2. spinnert egy alland6 szogsebesség-
gel. Ekkor a (3) egyenlet az egyszerd
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5. dbra. A ¢—o] grafikon. D = 2,4; k= 0,02; ¢,, = ¢,, = T/2; @y, = 0;
@y, = 2m/20. (A Dynamic Solver program altal szolgaltatott abra.)

dw; 0
dt ’
a)l = wl

2 20

alakot olti, a masodik spinner szogelfordulasa pedig
P

lesz, amit a (4) egyenletbe helyettesitve azt latjuk,
hogy az 1-es spinner mozgasegyenlete expliciten is
fugg az id6tdl, vagyis gerjesztett mozgast ir le. Az
Osszenergia nem csokken 6rokké, de nem is ponto-
san allando, egy atlag korll ingadozik.

A mozgasegyenletet a Dynamics Solver[1] program
segitségével oldottuk meg, a Dormand-Prince 8(5.3)
modult hasznilva és d¢= 0,1 pontossagot valasztva.

A @-] fazissikon konnyen tudjuk dbridzolni a
mozgast, am az eredmény eléggé értelmezhetetlen,
bonyolult gombolyagként jelenik meg (5. dbra).

6. dbra. Az 5. abran lathatd mozgas képe stroboszkopikus nézet-
ben. D= 24; k= 0,02; ¢ = ¢y = /25 @y = 0; T, = 20. (A Dyna-
mic Solver program altal szolgaltatott dbra.)
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A szimuldlds soran a @, szog 2m-nél nagyobb érté-
keket is felvehet az atfordulasok kovetkezményeként.
Erdemes azonban a szoget Ggy dbrizolni, ahogy sze-
mink is érzékeli, vagyis [0; 2r] intervallumban. Mi-
helyt a szimulalt sz6g ebbdl az intervallumbol kilép,
2w hozzdadasaval vagy kivonasaval visszatoljuk oda.
Ezért latjuk azt, hogy az abra jobb szélén kiléps vona-
lak a bal szélen visszalépnek.

Annak érdekében, hogy attekinthetS képet kapjunk
a mozgasrol a fazistérben, egy olyan technikahoz folya-
modunk, amelyet stroboszkopikus leképezésnek [8] ne-
vezlink. Ennek lényege, hogy a fazistérben nem jeleni-
tink meg minden pillanatot, hanem csak bizonyos pil-
lanatokat, adott id6kozonként. Mintha egy strobosz-
koppal készitenénk felvételeket a rendszer allapotai-
rol. A felvételek idSkozét érdemes a gerjesztS spinner
forgasanak T  periddusidejeként megvalasztani, azaz
Ty = 21/ @y. A 6. dbra mutatja, hogy mennyire mas
rajzolatot kapunk ebben a nézetben.

A pontok tovidbbra is szétszortan jelennek meg, de
a rajuk illeszkedd gorbék mar nem metszik egymast.
Eloszlasuk sem egyenletes, hanem nagy, tires (fehér)
tartomanyok figyelhet6k meg. Ugy ttinik, mintha a
pontok ,rahtzédnanak” egy bonyolult, de jol kivehe-
t6 geometriai struktlrara, amit kaotikus attraktornak
[8] nevezink. Ez a disszipativ kdosz f§ jellemzdje.
Részletesebben vizsgilva az torténik, hogy barmelyik
allapotbdl is inditjuk el a rendszert, az egy kezdeti
,0sszevisszasag” utan rahtzodik az attraktorra (a strd
savra). Az attraktoron a mozgas tovabbra is kaotikus
marad, mert az attraktoron beltil sincsenek zart gor-
bék. Azt is megfigyelhetjlik, hogy a kaosz altal elérhe-
t6 tartomanyok behataroltak (az attraktorra korlato-
z0dnak). Ezért az attraktor dbrazolasakor a kezddfel-
tétel nem lényeges, minden kezddfeltétel ugyanahhoz
az attraktorhoz vezet.

Erdemes megemliteni, hogy a forgo és allé6 magne-
ses terek szuperpozicidjaval kapott magneses térben
mozgd iranytd esetében is hasonlo rajzolata attrakto-
rok jelennek meg [6, 71.

Ezzel eljutottunk a bevezetSben feltett kérdés meg-
valaszolasahoz: a kozkedvelt jatekbol egyetlen mag-
nes felhelyezésével kapott kétspinneres valdsigos
rendszer kaotikusan forog, hiszen matematikai mo-
dellje numerikus szimuladlasival minden, a kdoszra
jellemzé tulajdonsdagot (példaul pillangoeffektus, fa-
zistér, fazissik, kaotikus attraktor) kimutattunk. Szigo-
rian véve csak azt az esetet vizsgaltuk, amikor az
egyik spinnert forgatjuk. Valoszintsitheté azonban,
hogy az egymas terében szabadon forgo két spinner
mozgasa is kaotikus, ahogy a videok is sugalljak, de
ez a kaosz csak véges ideig tart, végil megszinik a
surlodasos veszteségek miatt.

A mozgis jellegének fliggése a paraméterektdl
Ahogy K (a surlodas) értékét noveljik, az attraktor

egyre €lesebbé, hatirozottabba (és kisebbé) vilik. Ez
azt jelenti, hogy a surloédas novelésével a mozgastar-
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7. dbra. Attraktorok kiilonboz6 x egytitthatok esetén stroboszkopikus nézetben. Ahogy xnovekszik, a sarlodas egyre nagyobb lesz. (A Dyna-
mic Solver program altal szolgaltatott abrak.)

tomany egyre inkabb beszikiil. A k= 0,003 esetben a  t6 pont, ami azt jelenti, hogy a mozgis egy rovid at-
stroboszkopikus metszet mar csak 1-2, alig észrevehe-  meneti (tranziens) kaotikus mozgds utidn nagyon

8. dbra. A ¢,—o] grafikonok kilonbozs gerjesztési periodusidsk esetén stroboszkopikus nézetben. (A Dynamic Solver program altal szol-
galtatott abrak.)
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1.B

0.6

tovdbbra is a stroboszkopikus
leképezésen érdemes kovet-
ni, s egy tipikus eredményt
mutat a 9. dbra.

Az lathat6, hogy itt mar
nincs attraktor. A kaotikus
ponthalmaz szinte az egész
fazisteret betolti, kivéve egyes
teriileteket, amelyeken kiilon-

-2.6F

9. dbra. Az elsé spinner surlodas nélkiili mozgasanak képe stroboszkopikus nézetben. k= 0; D = 2,4;

0y = T/2; Ty, = 20. A szimuldcio dt felbontasi idejét itt 0,01-re csokkentettiik, mert a 0,1-es felbontds

mar nem volt elegendd a pontos abrazolashoz. (A Dynamic Solver program 4ltal szolgaltatott abra.)
A kezddfeltételek, amelyekkel a fenti abra kiilonb6z86 komponenseit kaptuk:

féle obnmagukba zar6do gor-
bék figyelhet6k meg. Ha a
szimulaciot a véletlenszerd
ponthalmaz  tartomanyabdl
inditjuk, akkor a pontok
ebben a tartomdnyban is ma-
radnak, és nem lépnek be az
elszigetelt, strukturidlt tertle-
tekre. Ha viszont ezekrdl a
,szigetekrdl” inditjuk a szimu-
laciot, akkor a keletkez6 pon-
tok ezeken a szigeteken ma-
radnak, és nem lépnek at a
véletlenszerd tartomdnyba. A
kétfajta tertlet tehat teljesen

o0 4 121 ] 204 ] 120 12 125 | 09 226 | 595| 612 24 elkulonil, a rendszer szamara
- n " " nem atjarhaté. Nyilvanvalo,
o), 1 1,49 | 1,71 | 1,5 0,98 | =2,51 | =2,15 | =2,21 | -=1,88 | 1,84 | =2,22 hogy az egyenletes, véletlen-

gyorsan periodikussa valik. A 7. abra grafikonjain az
attraktor lathatd kilonbozé surlodasi tényezsk (x)
esetén.

A kovetkez§ 1épésben vizsgaljuk azt, hogy mi torté-
nik, ha nem a surlédast, hanem a gerjeszt6 frekven-
ciat valtoztatjuk. (Itt @y, helyett érdemesebb a ger-
jesztés Ty, 21/ wy, periddusidejét paraméternek
valasztani, hiszen majd ez hatirozza meg a strobosz-
kopikus leképezés periddusidejét is.)

Azt tapasztaltuk (8. dbra), hogy nagyon szik az a
frekvenciatartomiany, amelynél a mozgas kaotikus. Ty,
= 19,1 alatt és Ty, = 20,81 felett egy rovid kaotikus
mozgas utin mar gyakorlatilag mindig periodikus
végallapotot kapunk, ami abban nyilvanul meg, hogy
a pontsorozat mindig egyetlen ponthoz konvergal.

A Ty, > 19,1 tartomanyban azonban a mozgas hir-
telen teljesen kaotikussa valik. Ha 7y, értékét tovabb
noveljuk, azt tapasztaljuk, hogy ezek az attraktorok
egyre keskenyebbé és egyre élesebbé vilnak, akar-
csak a x valtoztatasakor, vagyis a kaotikus mozgas
sordn bejart tartomany egyre jobban besztkiil. Es 7y,
= 20,81 értéknél végil egyetlen pontra zsugorodik,
vagyis innentSl a mozgas ismét periodikussa valik.

Surlodasmentes eset

A szimulaci6 lehetSséget ad olyan ,kisérletek” elvég-
zésére is, amelyeket a valosigban egyaltalin nem,
vagy csak nagyon nehezen produkilhatnink. Ilyen a
gerjesztett surlodasmentes eset, amikor a (4) egyen-
letben a x egyititthatot nullanak valasztjuk. A mozgast

254

szerd ponthalmaz kaotikus
mozgasoknak felel meg. De mit jelentenek a
strukturalt, zart gorbék? Ha visszagondolunk az 5. és
a 6. dbra kozti kapcsolatra, rajohetliink, hogy a stro-
boszkopikus nézetben lathatd zart gorbéknek a stro-
boszkopikus sztrés nélkiili abran olyan ciklusok so-
rozata felel meg, amelyek ugyan nem teljesen szaba-

10. dbra. Egy Gjabb érdekes, surlodas nélkili eset, k= 0; D = 2/4;
@, = 1,57; Ty, = 45. (A Dynamic Solver program daltal szolgaltatott
4bra.) Az abrat eléallito kezddfeltételek:

o 578 | 567 | 187 | 316| 453 | 403 | 321
o, 0,65 | —0,25 | 059 | -0,14 | =0,11 | 0,19 | 03

? 1,92 1,7 | 415| 265| 288 | 347 | 1,05
o, 047 | 1,03 | 0,64 | 0,12 | -0,78 | 0,26 | -0,18
? 294 | 347 | s541| 1,73 | 301 | 456 | 445
o, | -073] 026 016| -071]-081|-03 | 0,12
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lyosan kovetik egymast, de az egymast kovets ciklu-
sok eltérése annyira kicsi, hogy a stroboszkopikus
nézetben nem szabdlytalan, kaotikus ponthalmazt
eredményeznek, hanem zart gorbéket (70. abra). Ezt
a mozgast, amely egyfajta atmenet a szigortan perio-
dikus és a teljesen kaotikus mozgisok kozott, kvazi-
periodikus mozgasnak nevezzik.
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