EOTVOS MAGIKUS SZAMA

Bevezetés

Einstein egyszer azt irta, hogy szeretné megismerni
Isten gondolatait — értve ezen a természet torvényeinek
logikajat. Mi ennél szerényebb célt tiztink ki magunk
elé: szeretnénk megismerni vagy legalabbis nagy va-
l6szinGséggel rekonstruilni az egyik legnagyobb ma-
gyar fizikus, E6tvos Lorand gondolatait, amelyek egyik
nevezetes kisérlete, a gravitacios allando pontos meg-
mérésének megtervezése sordn vezették.

E6tvos Lorand és a torzids inga

Eotvos Lorand (1848. jalius 27. — 1919. aprilis 8.) kisér-
leti fizikusi kutatdomunkaja mellett igen aktiv kozéleti
ember, tudomanypolitikus is volt: egyetemi tanar, Uj
egyetemi intézetek és éplletek megalmoddja és meg-
épittetGje, egy ideig a Tudomidnyegyetem rektora, a
Mathematikai és Physikai Tarsulat (a mai ELFT elGd-
je) és Mathematikai és Physikai Lapok, a BEAC egye-
temi sportklub, valamint az apjardl, Eotvos Jozsefrsl
elnevezett tehetségnevel$ kollégium megalapitoja, az
Akadémia elndke, oktatdsi miniszter, e minGségében
népiskolak létrehozdja, a Matematikai és Fizikai Ta-
nuloverseny elinditdja és szponzora, emellett jeles és
elkotelezett tudomdnynépszertsits, valamint tGrazo
és sportember (a Dolomitokban ma is egy cstcs 6rzi a
nevét). Valtozatos palyafutdsarol jo képet ad a haldla-
nak 100. évforduldja alkalmabol, az Eotvos-emlékév-
ben [1], 2019-ben a Kossuth Kiad6 gondozasiban meg-
jelent kiting, igényesen szerkesztett emlékalbum [2].
Idén, 2023-ban sziiletésének 175. évfordulojat tinne-
peljuk [3]. Ez ismét alkalmat ad arra, hogy egyes mun-
kainak részleteiben elmeriilve megcsodaljuk kutatoi
igényességét, kreativitdsat, gondosan és precizen elvég-
zett kisérleteit, melyeket elmélytlt elméleti analizis és
a pontossig optimalizalasara irdnyulo szamitdsok elGz-
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tek meg. Ezt a cikkiinket az évfordul6 alkalmabol irtuk,
tisztelegve Eotvos munkassaga és példaja eldtt.

Eotvos kisérleti fizikusi munkdjanak nagy része az
altala hihetetlen mértékben tovabbfejlesztett és szamos
specidlis mérésre alkalmassa tett Cavendish-féle inga-
hoz kapcsolodik. Henry Cavendish (1731-1810, egye-
bek kozott a hidrogén felfedezdje) az 1790-es években
épitette meg torzios ingdjat, mellyel megmeérte a New-
ton-féle graviticios torvényben szerepld allandot (ezt a
mennyiséget e cikkben a hagyomanyos és a geofizikai
irodalomban maig szokasos jelolésmodot kovetve f-fel
jeloljuk) — ezzel kozvetett moédon, Kepler 3. torvényé-
nek segitségével kiszamithatova valt a Fold, a Nap és
a Jupiter tomege. Cavendish torzids ingdja egy fluggs-
leges fémszalon fuiggd vizszintes radbadl allt, melynek
két végére szimmetrikusan elhelyezve egy-egy kis fém-
golyot erGsitett. A golyok kozelébe helyezett nagyobb
fémgolyok gravitacids vonzasa elforgatta az ingat. A
torzios szal direkcios erejének ismeretében a golyok
Uj egyensulyi helyzetébdl meg lehetett hatarozni a ra-
juk hato gravitacios vonzoerdt, és a testek tomegének
ismeretében ebbdl Cavendish kiszdmitotta a newtoni
gravitacios allandot (pontosabban szolva Cavendish
a Fold atlagsirdségének értékét adta meg, ebbdl mar
kovetkezik a graviticios allando értéke). Az elvileg po-
fonegyszerd kisérlet nehézségét a rendkivil kis ers-
hatdsok pontos mérése és az ekdzben felleps szamos
zavard tényez$ kiklszobolése, illetve szamitasba vé-
tele jelentette. Nem véletlen, hogy az alapvets termé-
szeti allandok (pl. fénysebesség, Planck-illando, elemi
toltés, Avogadro-szam stb.) kozil ma is a graviticios
allandot ismerjiik a legkisebb pontossidggal. Cavendish
eredménye az utdlagos rekonstrukcid szerint a gravi-
tacids allandd ma ismert értékét néhiny szizalékos
pontossaggal kozelitette meg. (Ma mar természetesen
sok mis, modernebb és pontosabb modszerrel is mé-
rik a gravitacios allandot. Ezek attekintésére lasd pl. a
[4] vagy [5] cikket.)
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ja. Szamos ismeretterjesztd fizikai és kozmolo-
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a fizikusok vilagnagy esze el6bb-utobb betolti
a tagulo teret — ahogy az a Fizikus notdban is
szerepel (amelyet nem mellékesen & irt).
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Egy évtizeddel Cavendish mérései el6tt hasonld tor-
zibs mérleggel végezte el az elektrosztatika alapvetd kisér-
leteit Charles Augustin Coulomb (1736-1806), megmérve
az elektromosan toltott testek kozott felleps erGhataso-
kat. Eotvos kovetkezetesen Coulomb-mérlegnek nevezte
az altala tokéletesitett mérGeszkozt. (Coulomb és Caven-
dish kisérleteirSl részletesebben irtunk a Fizikai Szemle
2020. novemberi szimaban megjelent, az E6tvds mun-
kassagihoz kapcsolodd kozépiskolai és egyetemi ver-
senyfeladatokat ismertet6 cikk [6] bevezetGjében.)

A Coulomb-Cavendish-féle torzios ingaval végzett
mérések a graviticios (illetve az elektromos vagy mag-
neses) tér inhomogenitisira érzékenyek. Homogén,
azaz a tér minden pontjaban egyforma gravitacios tér-
erGsség esetén az ingara nem hat kilsé (a torzids szal-
ban fellépdn tali) forgatdonyomaték. Ilyen homogén gra-
vitacios térrel szoktunk szamolni az iskolai hajitasi és
szabadesési feladatokban. A valdsigban azonban nem
ez a helyzet: a gravitacios tér kis mértékben inhomo-
gén, pontrol pontra valtozo6. Ez az inhomogenitas lehet
természetes eredetd: a Foldet alkotd kdzetek aszim-
metrikus geometriai elhelyezkedésébdl (pl. egy hegy
jelenlétébd), illetve eltérd strtségeébdl (pl. fold alatti
érc- vagy olajlel6hely) adodo. Ezt az inhomogenitast
méri az Eotvos-inga geofizikdban és banyakutatasban
alkalmazott valtozata. Ebben az esetben a mérés célja a
tomegeloszlas meghatarozasa. De az inhomogenitas le-
het mesterséges eredetd is: a kisérletezs ismert alaka és
tomegU testeket helyez el az inga kozelében, majd ezek
helyzetét valtoztatja. Ebben az esetben a tomegeloszlas
ismert, a mérés célja a képletekben szerepls paraméte-
rek pontos meghatarozasa, vagy a gravitacio tulajdon-
sdgaival kapcsolatos elvontabb kérdések vizsgalata.

Az inhomogenitdst mindegyik esetben az U(r) gra-
vitacios potencidlmezé masodik, térbeli derivaltjaibol
all6 Hy(x) = 0,0;U(r) szimmetrikus tenzorral jellemez-
hetjik — Eotvos mérései ezekre az adatokra érzéke-
nyek. A matematikdban a masodik derivaltakbol 4llo
tenzort altaliban Hesse-matrixnak nevezik. A geofizi-
kai szakirodalom e mennyiséget olykor E6tvos-tenzor-
nak nevezi. Emlékezziink vissza, hogy egy m tomegi
pontszerl test V(r) graviticios potencidlis energidja az
U(p) erStérben V() = mU@)! A jol ismert g(r) gravita-
cios térerdsség az U(r) potencidl elsd derivaltja: g(r) =
-VU(v), igy a H,(r) tenzor a gravitacios térerGsség helyi
valtozdsait méri.

Eotvos Lorand a Coulomb—Cavendish-féle torzids
ingat tovabbfejlesztette, pontos mérésekre alkalmas
muszerré alakitotta, mikozben alapos elGzetes méré-
sekkel és elméleti szamitisokkal figyelembe vette a
szamos hibalehetGséget, és gondosan megtervezett
kisérleteiben igyekezett ezeket kikiiszobolni. Emellett
felismerte ingajanak gyakorlati alkalmazhatosagat is,
ezért kifejlesztett egy olyan vialtozatot, amelyet nem-
csak fizikusok, hanem a terepen dolgozd geoldgusok
és binyamérnokok is nagy biztonsiggal haszndlhattak.
Ezt az ingit elGszor az 1900. évi parizsi vilagkiallitison
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mutatta be [7]. Gondot forditott arra is, hogy a beren-
dezés elviselje a szallitassal és a szélsGséges éghajlattal
jard viszontagsagokat, és ezek a nehézségek ne befo-
lyasoljak hasznalhatosagat és pontossagat. A 20. szazad
elsG felének érc- és olajkutatdsait vilagszerte az Eot-
vOs-inga valamelyik, Eotvos munkatirsai és tanitvanyai
altal tovabbfejlesztett valtozataval végezték.

Eotvos az inga felhasznildsanak alapotletét szamos
iranyban kiterjesztette; ezzel lehet6vé tette, hogy a be-
rendezés egyes specializalt valtozatait igen kilonbozs
fizikai kérdések tisztazasira alkalmazhassa. A késGbb
Eotvos-ingaként ismertté valt alapvaltozat a graviticios
térerGsség helyi kilonbségeit, azaz a graviticids po-
tencial masodik derivaltjait (pontosabban ezek koziil
a helyi tomegeloszlds egyenetlenségeire érzékeny, ki-
sebb értékd komponenseket) mérte. Az e mérések ki-
értékelésére Eotvos altal alkalmazott képlet levezetését
bemutattuk a Fizikai Szemlében korabban megjelent
cikktinkben [8].

Eotvos munkatarsaival sok mas jellegl gravitacios
mérést is végzett. Egyik legnagyobb hordereji kisérle-
tével szamos anyagra igen nagy pontossiggal igazolta
a mar Newton altal is megsejtett tényt, a sulyos és a te-
hetetlen tomeg ardnyossigat. Ez a tapasztalat késGbb
az Einstein altal kidolgozott altalanos relativitaselmélet
alapja lett. (Meg kell jegyezni, hogy Einstein csak utd-
lag ismerte meg Eotvos eredményeit, szamara a kétféle
tomeg azonossiga €s a ra épuls ekvivalenciaelv elmé-
leti evidencia volt.) E mérés alapelvérdl is irtunk idézett
cikkiinkben [8]. Az inga mas jellegl felhasznaldsaval
Eotvos kimutatta a graviticios er§ arnyékolhatatlan
voltat (szemben pl. az elektromos erGkkel, melyeket
Faraday-kalitkdval hatékonyan lehet arnyékolni). A
gravitacios inga megfelel6 modositisaval emellett mé-
réseket végzett az anyagok magneses tulajdonsiagainak
pontos meghatirozdasira. Mindezeket a kutatdsokat
részletesen bemutatta az Akadémian 1896-ban elhang-
zott elGadasaban és az abbdl késziilt cikkben (melyrdl
hamarosan még sok szo6 esik) [9].

Eotvos rendkivil gazdag életmiive szerencsére ma
mar egybegyUijtve megtalalhato az interneten [1, 10], és
igy az olvasd bévebb képet kaphat E6tvos szertedgazo
tevékenységérsl. Az érdeklddSknek tovabbi érdekes
olvasnivaldt is ajanlhatunk [11-14].

Eotvos titkai

Eotvos tobb évtizeden at foglalkozott graviticios és
magneses mérésekkel, illetve az ezekhez sziikséges
laboratoriumi eszkozok Kkifejlesztésével. Eredményeit
elGszor csak rovid kozleményekben ismertette, majd
a Magyar Tudomanyos Akadémia III. (Matematikai és
Természettudomanyi) Osztalydnak 1896. éprilis 20-dn
tartott Gilésén egy igen részletes, ,Vizsgalatok a gravita-
tio és magnesség korébdl” cimd ,ElSleges jelentésben”
mutatta be. Ez a beszamol6 megjelent a Mathematikai
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és Természettudomanyi Ertesité cimi akadémiai kiad-
vanyban [9]. (A késSbbiekben a jeloletlen forrast Eot-
vos-idézetek mind ebbdl a cikkbdl valok.)

Az elGadas és a cikk cime azt igéri, hogy ez csak
,eléleg”, egy késGbbi, még sokkal részletesebb és ala-
posabb beszamolo elézetes kivonata. Sajnos ez a rész-
letesebb cikk sohasem késziilt el, ezért amit E6tvos
kisérleteirdl, azok céljardl, az altala készitett miszerek
technikai részleteirSl, a mérési eredmények kiértéke-
lésére hasznalt matematikai eszkozokrdl tudunk, az
nagyrészt az ,ElSleges jelentésen” alapul. E6tvos mun-
katarsai és tanitvanyai (Tangl Karoly, Pekar Dezss, Fe-
kete Jend, Rybdar Istvan), akik részt vettek a kisérletek-
ben és a berendezések épitésében (lasd pl. [15]), majd
egyes esetekben befejezték, illetve tovabbfejlesztve
megismételték a méréseket, a tizes évek végén, majd
a huszas-harmincas években tovabbi beszamolokat ir-
tak a kiilonbozs kisérletekrdl (Iasd pl. [16)). Ezek azon-
ban nagyrészt az eredeti Eotvos-cikk gondolatmenetét
ismétlik, kisebb kiegészitésekkel és az Gj eredmények
bemutatdsaval.

Ezért szaz év utdn is az ,ElSleges jelentés” a {6 for-
ras, ha Eotvos modszereire és eredményeire, illetve az
altala épitett kisérleti berendezésekre kivinnak hivat-
kozni. A cikket tobbszor, tobb nyelven wjranyomtak,
lasd pl. angolul [11]. A beszamolo egyes fejezetei ma is
kiindulopontul szolgidlnak a mérések elemzése, illetve
megismétlése esetén [17]. A modern cikkek altalaban
sz6 szerint veszik at Eotvos szovegrészleteit és egyes
képleteit. Mi is egy ilyen képletnek erediink a nyomaba.

Az ElGleges jelentés” stilusa igen érdekes és jellem-
zG6. Eotvos altalaban részletesen ismerteti a vizsgilando
fizikai kérdéseket, a mérés alapelvét, valamint az altala
megépitett és felhasznalt kisérleti berendezéseket. Ala-
pos abrakkal mutatja be a kisérlet elrendezését (sajnos
a neten elérhetd, tobbszorosen fénymdasolt és beszken-
nelt valtozatban az abrik alig kivehet6k), tablazatokban
gyUijti 0ssze a mérési eredmények atlagait, az ezekbdl
levont kovetkeztetéseket. Emellett részletesen kitér a
kisérlet soran felmerilt nehézségekre, hibaforrasokra,
valamint a kikiiszoboléstikre tett intézkedésekre. Azok-
ban az esetekben, amikor a laboratoriumi kisérleteket
terepen végzett mérések egészitették ki, Eotvos leirja
a terepmunka jellegét, problémait, a felmertlt akada-
lyokat is.

Ugyanakkor rendre mell6zi a matematikai levezeté-
sek részleteit, vagy csak néhdny vazlatos 1épésben mu-
tatja be a szamitasok alapgondolatat. Végiil pedig kozli
a végeredményt, a mérési adatok feldolgozasara alkal-
mas ,varazsképletet”.

Ennek a modszernek az okat csak talalgathatjuk. A
Jfizika” tudomanya E6tvos kordban alapvetSen kisérleti
fizikat jelentett. EOtvos akadémiai kollégait, a viszony-
lag kevés fizikust elsGsorban a kisérletek technikai rész-
letei érdekelték — nem utolsosorban a kisérlet esetleges
megismétlésére, tovabbfejlesztésére valo tekintettel.
Masrészt valoszintleg eléggé biztak egymas matema-
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tikai képességeiben, elhitték a szimitasok helyes voltat
— a kisérlet megismétlése esetén az eredmények kiér-
tékeléséhez elég a végsS képletet ismerni. Az utdkor
tizikusait viszont éppen a rejtve maradt Osszefliggések
izgatjak. Vajon milyen fizikai és matematikai megfon-
tolasok alapjan vezette le Eotvos a képleteit, milyen op-
timalizacios eljarassal méretezte kisérleti berendezését,
honnan vette a képleteiben megjelend, részletesebben
nem indokolt allandokat?

Példaként idéziink két jellegzetes esetet a cikkbdl.
A gravitacids potencidl masodik derivaltjainak mérésé-
61 s2016 fejezetben (az ,ElGleges jelentés” 226. oldalan)
néhany egyszert megfontolas utan hirtelen megjelenik
az (5) formula, az ingdra hat6 forgatbnyomaték négy-
soros képlete:  forgismomentumait [...] a kovetkezs
alakban fejezem ki”. A képlet természetesen helyes, de
a szarmaztatdsa nem magatol értetédd. Késébb tdbben
publikaltak a formula levezetését az akkoriban szoka-
sos matematikai jelolésrendszerrel. A képlet modern
eszkozokkel tortént részletes levezetését a [8] cikkben
adtuk meg.

A gravitacios allando mérésérdl szolo fejezetben ([9],
252. oldal) pedig a kovetkezs szovegre bukkanunk:

A vonzo-tomegek ugyanis a rad alatt 1évé vizszin-
tes lapon abba a helyzetbe hozhatok, a melyben hata-
suk a radra maximalis lesz. Igy lesz az példaul golyok
vonzasanak esetében, ha a kdozéppontjaikat a rad go-
lyoinak kozéppontjaival Osszekotd egyenesek a rad-
ra merdlegesen allvan, a vizszintessel kozel 55 foknyi
szoget képeznek. Ebben a maximumnak megfelels al-
lasban elég, ha az egymdsra hatd tomegek viszonyos
helyzetének meghatarozasinal csak fuiggélyes tavolsa-
guk lemérésére forditunk gondot, ez pedig minden ne-
hézség nélkil eszkozolhets.”

Az olvasé csak pislog. Miért pont 55 fok? Honnan
veszi ezt a szerzd? Kijelentésként kozli, tehat nekem ezt
magamtol is tudnom kellene, és most csak ra kell bo-
lintanom? Pedig nem ez a helyzet: az adat mogott bo-
nyolult szamolas és optimalizacios eljaras rejlik. E6tvos
kiszamolta a berendezés altalanos méretezése esetén
felléeps hatasokat, és végiggondolta, hogy a tényleges
mérés soran mely paraméterek pontos beillitisa okoz
nehézséget, és melyek azok az adatok, amelyek mar
az el6zetes tervezés soran rogzithet6k. Szamolasa so-
ran kidertlt, hogy ha a kisérleti berendezés tervezése
sordn a rad helyzetét optimilisra méretezik, akkor a
mérés soran pontatlanabbul beillithatd mis adatoktol
a végeredmény csak kevéssé fiigg. Igy a kisérlet sorin
elkovetett esetleges hiba nem befolydsolja lényegesen a
mérési eredményt.

Ez természetesen csak utdlagos rekonstrukcio.
Egyeduili kiindulasi pontunk az ,ElSleges jelentés™-ben
szerepl$ fenti idézet. De ha az utdkor fizikusa bizik
Eotvos szovegében (mint Schliemann a Homéroszban),
és utanaszamol, akkor ohatatlanul eljut az optimalis 55
fokhoz (amely egyébként arctgV2 formiban jelenik
meg a szamitasban). Az ,55 fok rejtélyét” kitGztik a
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2019. évi Ortvay-verseny 2. feladataként [18], a meg-
oldas megjelent a Fizikai Szemle 2020/12 szamaban
(191.

Ez az apro példa is azt mutatja, hogy E6tvos minden
mondata, par soros megjegyzése, a mérési elrendezés
terveinek részletei mogott is alapos elméleti elGkészi-
t6 munka, pontos szdmolas és gondos tervezés rejlik.
Eotvos kutatocsoportjdban egy-egy kisérlet miszerei-
nek elkészitése és betizemelése altaliban honapokig
tartott, maguk a (sokszor és gondosan megismételt)
mérések is honapokat vettek igénybe. Joggal tételezhet-
juk fel, hogy a kisérlet eme szakaszait hasonléan gon-
dos, tobb hétig vagy honapig tartd szamitasok elGzték
meg, amelynek soran az dltalanos elméletbdl kiindulva
eljutottak a konkrét berendezés paramétereinek opti-
malizalasdig. ErrSl a fazisrol, az elGzetes szamitasokrol
azonban nem sz6l az ,ElSleges jelentés”, illetve csak
néhiny szoban tesz rd utalast. Ezért a kisérletekhez el-
vezetS elméleti gondolatmenetet utdlag kell rekonstru-
alnunk. Ennek a ,nyomozasnak” egyik érdekes példaja
a gravitacios allandé méréséhez kapcsolodo, altalunk
Eétuds-tényezonek nevezett numerikus paraméter rej-
télye. (Megjegyezzik, hogy a kapillaritds elméletében
mar létezik egy ,Eotvos-dllandd” és egy ,EOtvOs-szam”
nevl mennyiség is, ezért a mostani kissé esetlenebb el-
nevezés.)

Az EbtvOs-tényezé rejtélye

A torzids ingdval végzett mérések alapvetGen kétfé-
lek lehetnek: sztatikusak és dinamikusak. A sztatikus
mérések sordn az inga vizszintes rudjanak egyensulyi
helyzeteit (egy rogzitett vizszintes irdnyhoz viszonyitott
sz0gét) kell meghatarozni, majd a kdrnyezeti viszonyok
megviltozasa (pl. az inga kozelében levs tomegek at-
helyezése, illetve a torzios szil felfiiggesztésének el-
csavardsa) utin Gjra meg kell mérni az Gj egyensulyi
helyzetet. (A mérés pontossigat javitja, hogy a szog-
elfordulast a torzids szalra erdsitett kis tikorrdl vissza-
verddd fénysugar altal egy tavoli ernyGre vetitett fény-
folt elmozdulasaval lehet mérni.) A sztatikus mérések
eredményébe bizonytalansagot visz, hogy ismerni kell
(vagy kilon meg kell mérni) a torziods szal direkcios
nyomatékat. Ez az érték a mérések soran a szal nyuldsa
és vékonyodasa, hirtelen véletlen erGhatasok, illetve a
kiils6 kortlmények (pl. a hémérséklet) valtozasa ko-
vetkeztében modosulhat — ez bizonytalansagot vihet az
eredmények kiértékelésébe.

A dinamikus mérések sordn az ingit az egyensulyi
helyzet kortl torzids lengésbe hozzik, és a lengésidét
mérik. Ha elég sok lengést kivirunk, a mérés pontos-
siga nagymértékben javithatd. Eotvos mérései sordn
egy lengés ideje 600-800 masodperc volt, ami mar az
akkori idémérd eszkozokkel is nagy pontossiggal mér-
het6 volt. Igy joval nagyobb mérési pontossag érhet6 el,
mint az egyensulyi kitérés meghatarozdsa esetén.
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Idézzik Eotvost: ,Vilagos ezekbdl, hogy eszkozeim
szerkesztésénél mindenekelStt nagy lengési idSk léte-
sitésére kellett torekednem s ennek a megfontoldsnak
koszonhetem, hogy sikertilt lemérnem e kicsiny eré-
valtozasokat, melyek kisebb lengési ideji eszkozok
hasznalatanal mindeddig rejtve maradtak. Ilyen nagy
10 egész 20 percznyi s egyes esetekben még ennél is
nagyobb lengési idSk és eddig aligha elért érzékenység
mellett mérlegradjaim egyensulyi allasat gy mint moz-
gasat bamulatosan szabilyossa tudtam tenni és pedig
nemcsak jol védett pinczékben, hanem a laboratérium-
nak barmely helyiségében, st &jjel egyszert vaszon-
sator alatt még a szabadban is.”

A dinamikus modszer lehetGséget ad a kordbban
emlitett nehézség, a torzids szal hatdsinak kikiiszobo-
lésére is. A lengésidS az ingara hat6 gravitacios vagy
magneses erGkon kivil természetesen fligg a torzios
szal direkcids nyomatékatol is. A mérési adatok fel-
dolgozdsa sorin azonban elGallithaté az adatok olyan
kombinacitja, amelybdl ez az ismeretlen érték kiesik,
igy a keresett fizikai mennyiség csak a jol mérheté len-

1. abra. A védédobozba helyezett torzios inga két lomhasab kozott.
(Eotvos eredeti dbraja (9, 11D
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2. dbra. A torzios inga longitudindlis (bal oldali abra), illetve transzverzilis (jobb oldali abra) egyensulyi

helyzete a két 6lomhasab kozott

gésidSktdl, illetve a berendezés ismert adataitol (pl. az
alkalmazott vonzo testek tomegétsl) fligg. Eotvos labo-
ratoriumi mérései sorin gyakran alkalmazta ezt a keve-
sebb hibaforrassal jaro eljarast.

Egyik legfontosabb méréssorozata a newtoni gra-
vitacios allando pontos értékének meghatarozasira ira-
nyult. E mérésrdl az ElSleges jelentés” [9] I11. fejezeté-
ben, a 251-258. oldalakon szamol be. A mas jellegt (pl.
magneses) méréseihez hasonlo kisérleti elrendezések-
kel végzett kezdeti probalkozasok utan egy radikilisan
0j mérési geometridra tért at.

A Kkisérleti elrendezést az 1. dbra mutatja be, amely
Eotvos eredeti cikkébdl vald. A neten elérhetd, rosszul
fényképezett verzioban [9] az abra alig vehet§ ki (254.
oldal, 11. abra). A cikk modern utinnyomdasaban [11] vi-
szont jO mindségben lathatok a képletek és az abrak is.

Eotvos két egyforma, négyzet alapq, kisebb (az dbra
szerint 30 x 15 x 10 cm méretd) Olomtéglakbol épitett
derékszogi 6lomhasabot Ggy helyezett el, hogy a szem-
ben 1évS lapjaik parhuzamosak legyenek, tavolsaguk
pedig megegyezzen a hasabok alapjainak a = 30 cm
oldalhosszaval (lasd a 2. dbrap). A hasibok magassiga
¢=2a= 60 cm volt.

A két 6lomhasab kozt igy létrejott a éld, négyzetes
alapa szabad térbe gy helyezte el a 2/ radhossza tor-
zi6s ingat, hogy az ingarad kozéppontja pontosan ko-
zépen legyen a két 6lomhasib kozott (nyilvan 0 < /<
a/2). A fuggdleges torzids szalra erdsitett, elhanyagol-
hat6 vastagsaga és tomegu ingarad két végére egy-egy
azonos m tomegd golyot erdsitett. Az ingat — E6tvos
mas méréseihez hasonldan — egy lapos henger alaka,
tobbszorods fald sirgarézdoboz védte a kilsS légaram-
lastol és az elektromos zavarok hatdsaitol.

Az inga pontosan az 6lomoszlopok fele magassiga-
ban levé vizszintes sikban végzett torzids lengéseket.
A kés6bbi szamitasok sordn az inga rudjanak kozép-
pontjiba helyezziik a koordinata-rendszer origdjat, a z
tengely a torzids szil mentén felfelé, az x tengely a két
olomtombot 0sszekots iranyba mutat, az y tengely par-
huzamos a két hasab belsé sikjaival.

A fenti elrendezésben Eotvos az inga két (a hasa-
bokkal parhuzamos allasa, longitudinalis, illetve azok-
ra merGleges allasa, transzverzilis) egyensulyi helyzete
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kortili torzios rezgések esetén mérte a lengésidst (Iasd
a 2. abrab).

A [9] cikk szbvege szerint Eotvos az aldbbi Ossze-
fliggéssel hatarozta meg az fgravitacios allandot:

11 13,427
7;2 7—;2 412

ahol 7, és T, — Eotvos jeloléseivel megegyezben — a
szemben all6 téglafalakra merGleges (longitudinilis),
illetve parhuzamos (transzverzilis) egyensulyi helyze-
tek koruli kis lengések periodusideje, ¢ a homogén
olomtombok anyaginak strdsége, mig ¢ a rad mére-
teitSl figgd és az oszlopok véges voltdbol eredd, egy
szazaléknal kisebb korrekcids tagot jelent (a késSbbi-
ekben ennek a mennyiségnek a jelentését pontositjuk).

Itt jegyezzik meg, hogy a korabeli méréseknél a
napjainkban szokasos periodusidének a felét tekin-
tették lengési idének. Ebbdl adodik, hogy a képletben
szereplS 4-es osztd az eredeti cikkben nem szerepel.
Késobb latni fogjuk, hogy a golyok m tomege kiesik
a képletbsl. Az viszont egyiltalan nem magatol érte-
t6ds, hogy az (1) képletben az ingarad 2/ hossza sem
bukkan fel.

Megmérve a két lengésidSt Eotvos a fenti képlet
alapjan hatarozta meg az fgravitacios allandot, és elsé
mérései szerint az f= 6,65 10" m?*/kgs?* értéket kapta,
amely alig tér el a mai legpontosabb f = 6,6743-107!!
m?/kgs? értéktSl. (Ez a fizikai dllandok értékével fog-
lalkoz6 nemzetkozi bizottsig altal 2018-ban elfogadott
adat. A negyedik tizedesjegyben még a legmodernebb
mérések is jelentSs szordst mutatnak [5].)

A kordbban emlitett ,55 fokos problémahoz” hason-
l6an itt is azonnal felmertl a kérdés: vajon honnan ve-
szi Eotvos az (1) képletben megjelend, ot értékes jegyre
megadott egytitthatot? Ezt az értéket a tovabbiakban
Eétvos-tenyezonek nevezzik, és E-vel jeloljik.

Az (D képlet elstt Eotvos ad némi elméleti magya-
razatot. ElGszor felvazol egy gondolatkisérletet: képzel-
juk el, hogy az inga egy véges vastagsagu, de végtelen
hosszasaga és végtelen magassiga 6lomfal belsejében
leng. Egy ilyen végtelen lemezen kiviili graviticios tér
(az analog elektrosztatikus problémahoz, a végtelen
fémlemez vagy kondenzator elektromos teréhez ha-
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sonldan) homogén: az ide helyezett ingara nem hatna a
térerGsség inhomogenitasabol eredd forgatonyomaték.
Nem ez a helyzet a fal belsejében: ott (ugyancsak koz-
ismert modon) a graviticios térerGsség inhomogén, a
fal kozepétdl kifelé haladva linedrisan novekszik. Eot-
vOs par sorban eljut az eredményhez: a 2. dbrdn latha-
t6 két helyzetben fellépd lengésidSkre az (1) képlethez
hasonlé formula adodik, csak a szamlaloéban az Edtvos-
tényezd helyett 8w all.

Tangl késSbbi sszefoglaloja [10] és az Edtvos mun-
kassagat angol nyelven népszertsitG 1959-es cikk [20]
ugyanezzel a gondolatkisérlettel kezd, de a 8w értéket
elemibb, bar hosszadalmasabb érvelés és két abra se-
gitségével vezeti le.

Furcsallhatjuk, hogy egy Eo6tvoshoz hasonld vér-
beli kisérleti fizikus miért folyamodik ilyen élettdl el-
rugaszkodott gondolatkisérlethez. Hiszen ki latott mar
végtelen méretd falat? Es az olomfal belsejében lengd
ingat? De a kovetkez§ két 1€pés visszavezet a tényleges
kisérlethez.

Az els6 1épés Eotvoshoz méltdan zsenidlis: nemesak
az elméleti érvelést teszi attekinthetébbé, hanem — mint
késébb latni fogjuk — a tényleges matematikai szamita-
sokat is lényegesen leegyszerUsiti. Hagyjunk el a végte-
len falbdl egy négyzet alapa (fliggdleges irinyban még
mindig végtelen) hasabot! A négyzet alapja megegyezik
a fal vastagsagaval, igy az 6lomfal két félvégtelen részre
esik szét: majdnem megkapjuk az 1. és a 2. dbran latott
kisérleti elrendezést. Ezzel természetesen megvaltozik a
most mar két részbdl allo fal gravitacios tere, és a frissen
létrejott résben elhelyezett ingara hat6 forgatonyomaték,
igy az inga lengésideje is. Az ingara hatd, kordbban ki-
szamolt graviticios forgatonyomatékbol le kell vonni az
elhagyott négyzetes hasib anyaga altal kifejtett hatast.

Igen Am, de a négyzetes hasibhoz képest a longitu-
dindlis és a transzverzalis elhelyezkedésd inga ponto-
san egyforman all, a hasab anyaga altal kifejtett gravita-
cios forgatonyomaték a két esetben teljesen egyformal
Es mivel benniinket a két hatis kiilonbsége érdekel, az
eltavolitott négyzetes hasab anyaga altal kifejtett forga-
tonyomaték a kilonbség képzésekor kiesik. Ezért az
(D képlet valtozatlanul érvényes, noha a bal oldalon
szereplS lengésid6k megviltoztak. Ezt a mesteri gon-
dolatmenetet E6tvos (valamint a szoveget majdnem sz6
szerint atvevs Tangl és Kolossvary) részletesen el is ma-
gyarazza.

Az igy modositott képlet szamlalojaban még mindig
87 szerepel. Most kellene figyelembe venni azt a tényt,
hogy az olomfalak nem végtelen, hanem véges mére-
tdek.

Eotvos a cikkében [9] nem irja le, hogy hogyan
kapta a képletben szereplS 13,427 ,magikus” szorzo-
tényezGt. Ehelyett a kérdést két rovid mondattal inté-
zi el: ,Azon véges méretd oszlopokra, a melyeket az
el6bb leirt modon felallitottam, és tényleg méréseim-
nél haszniltam, lényegiikben hasonlé okoskoddsok
érvényesek. Ez esetben azonban, mint a szimitds mu-
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tatja, az (1) egyenletben a 8w érték helyébe 13,427 volt
teendd.”

Tangl Karoly elsGéves egyetemi hallgatoként segi-
tette Eotvos kezdeti, gravitacioval kapcsolatos méréseit,
és késsbb Vizsgilatok a graviticziorol” cimd munka-
jaban [15] emlékezik vissza a kozos munkajukra, de a
fenti kérdésre itt sem kapunk vilaszt: ,Ez esetben az (1)
formula csak annyiban szenved viltozast, hogy 8n he-
lyébe 13,427 1ép, amint ezt a részletes szamitds mutatja.”

Egyikiik sem mond tobbet az elvégzett ,részletes
szamitasokrol”. Attekintve az irodalmi forrdsokat sajnos
mashol sem taldltunk olyan cikket, amelyben b&vebb
magyarizat lenne az Eotvos-tényez$ kiszimolasara: a
késGbbi irodalom minden kommentar és magyarazat
nélkil atveszi az ,Eotvos-tényezs” fenti értékét. Geo-
fizikus kollégikkal folytatott személyes konzulticid
sem vezetett e szimitisok nyomara. Ugy litszik, ez a
kérdés az utobbi szaz évben senkit sem izgatott. Kény-
telenek vagyunk magunk utinaszamolni.

A gravitacios allando mérésére irinyulo kisérlet mas
furcsasigokkal is szolgil. Meglepé modon — Eotvos
kozismerten preciz mérései és gondosan megirt cikkei
ellenére — arra se talaltunk forrast, hogy a mérésében
mekkora volt a golyok m tdmege és az ingarid hosz-
szanak 2/ értéke. Marpedig magitol értet6ds, hogy az
ingara hat6 forgatonyomaték fligg az ingarad hosszatol.

A masik furcsasagot az jelenti, hogy Eotvos — tobb
honapi gondos mérés utin — elégedetlen volt a kisér-
let eredményével, és nem is folytatta azt. Mint irta, két
zavard tényezSt nem tudott kikiiszobolni, igy nem
érte el az altala eredetileg megkivant pontossagot. Az
egyik gondot a lengé inga hengeres szelencéjében fel-
lépé légaramlasok altal kifejtett strlodas és turbulencia
okozta, amely befolyasolta az inga lengésidejét. Ennek
kikiiszobolésére az egész berendezést vikuumba kel-
lett volna helyeznie — ekkora vikuumkamra azonban
nem allt rendelkezésére. Masrészt nem volt elégedett a
téglakbol dsszerakott 6lomoszlopok homogén voltaval
sem, ami kérdésessé tette az elméletileg meghatarozott
gravitacios tér értékét. Ezt a nehézséget Eotvos tgy ki-
vanta kikiiszobolni, hogy az 6lomoszlopokat két nagy
edénybe ontott folyékony higannyal potolja. Ennyi
higanyt azonban nem tudott beszerezni (ne felejtsiik el,
az 6lomoszlopok tomege egyenként 600 kg volt!). E két
hibaforras Eotvis szerint egy szizalékosra korlatozta a
mérés altal elérhetS pontossiagot. Rdadasul az (1) kép-
letben szerepel még egy & korrekcios tényezd is, amely
a cikk szerint ,egy kicsiny, egy szdzaléknal kisebb, a
rad méreteitSl fliggs és az oszlopok véges voltabol ere-
d& correctio tagot jelent”.

Végiil tehat Eotvos abbahagyta a kisérleteket, és
az addigi méréseket Osszegezve egy 1 szdzalékos pon-
tossdgl eredményt kozolt a gravitacios allando sza-
mértékére. ,Jelen kozleményemben azonban nem ez
értékre, hanem a modszerre fektetem a sulyt” — irta,
bizva a kisérlet pontosabb megismétlésének lehets-
ségében. (A modern mérések aztin megerdsitették,
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hogy Eotvos eredménye valoban egyszazalékos pon-

tossaggal kozeliti a gravitiacids allando ma elfogadott

értekét.)

A fentiek fényében még furcsabbnak tdnik az (1
képletben megjelend, 6t értékes jegyre megadott Eot-
vos-féle szorzotényezs. Ha az egész mérés pontossiga
tobb hibaforras kovetkeztében csak egy szdzalék, ak-
kor miért hasznal egy ilyen feleslegesen pontosan ki-
szamitott numerikus allandot? Egyaltalan miért forditott
id6t és energiat ennek a szamnak az ilyen pontos meg-
hatarozasara?

Eotvos e fontos mérésével kapcsolatban tehat a ko-
vetkezd kételyeink és kérdéseink mertiltek fel:

1. Hogyan, milyen szamitasokkal kapta Eotvos az € =
13,427 értéket?

2. Miért nem kozolte (altalanos szokasaval ellentétben)
az ingarud hosszanak 2/ értékét? Vajon milyen rad-
hosszra vonatkozik az £ Eotvos-tényezd megadott
értéke?

3. Ha a teljes mérés csak 1 szdzalék pontossagu, miért
volt szlikség az £ EotvOs-tényezl Ot jegyre pontos
meghatarozasara?

Cikkiink tovabbi részében ezeknek a kérdéseknek
jarunk a nyomaba.

Az ingara hato forgatbnyomaték

Vizsgaljunk egy merev testet, amely a sulypontjan at-
meng, rogzitett tengely koril foroghat! A kiinduld hely-
zettSl valo eltérés szogét jelolje ¢, a tengely iranyaba
mutato egységvektort pedig n. A test kiilsé gravitacios
térben felvett V potencidlis energidja természetesen
figg a ¢ szogtSl: V(p). A testre a gravitacios tér altal
kifejtett M, forgatonyomaték-vektor n iranyd kompo-
nense:

de

A fenti képlet levezetése megtalilhatdé a Fizikai
Szemle 2020. év decemberi szamaban [19].

Az EbtvOs-inga esetében a merev test az inga radja,
a két végére erGsitett m tomegd golyokkal, a rogzitett
forgastengely pedig a fliggSleges irdnyu torzids szal.

Eotvos a [9] cikkben levezetés nélkil kozolt egy
képletet, amely a (2) forgatonyomatékot kifejezi a me-
rev test O tehetetlenségi tenzorinak komponenseivel
és az U(p) gravitiacios potenciil H; = 0;0,U masodik
derivaltjaival. A derivaltak értékét a test sulypontjaban
kell venni. Az ingara specializalva a képlet a kovetkezs
alaku lesz:

0y* ox') 2

2

3

J’_

COSZOZ:| O(1-¢),
0x0y
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ahol ® az inga tehetetlenségi nyomatéka a torzids szal
mint tengely koril, a az inga radjanak a koordina-
ta-rendszer rogzitett x tengelyével bezart szoge, € pedig
az ingarud pontos alakjatol és a golyok méretétsl fliggs
kicsiny korrekcios tényezd. (Ez az € nem azonos az (1)
képletben szerepld ¢ korrekcios tényezével, bar mind-
kettS egyarant kicsiny.)

Az Eotvos képleteirdl szolo [8] cikkiinkben bemu-
tattuk a (3) formula levezetését. Hangsulyoztuk azt is,
hogy az eredmény akkor érvényes, ha a vizsgalt merev
test méretei elhanyagolhatok a gravitacios tér valtoza-
sara jellemzé karakterisztikus hosszhoz képest.

Eotvos és kovetdi a (3) képletet haszniltdk a torzids
ingaval végzett geofizikai mérések kiértékelésére. Eb-
ben az esetben a cél a graviticios potencial Hy = 9;0,U
derivaltjainak mérése. A torzids szal felfliggesztésének
elforgatasaval tobb esetben meghatiroztik az egyen-
sulyi helyzetet, és igy egyenletrendszert kaptak a H
mennyiségekre. Ezekbdl aztan kovetkeztetni lehetett
a kornyékbeli anyageloszlasra (pl. a fold alatti érclel6-
helyek elhelyezkedésére).

A most elemzett mérés sordn azonban E6tvos mas
logikat kovetett: elvileg pontosan ismerte az U(r) po-
tencialt (hiszen a graviticios teret kelté anyageloszlast
G maga hozta létre), ezért a mérés sordn csak a minden
képletben szorzoként szereplé Newton-féle f gravita-
ci6s allando volt az ismeretlen. Ennek meghatarozdsara
a korabban emlitett dinamikus modszer szolgalt.

A torzios ingdra az M,(p) gravitdcios eredetd forga-
tonyomatékon kivil természetesen egy madsik forga-
tonyomaték is hat, amelyet az egyensulyi helyzetébdl
kitéritett torzios szal fejt ki, és kis kitérések esetén ara-
nyos az egyensulyi helyzettSl mért ¢ szoggel:

My=-Dyp, €Y

ahol D, a torzios szal direkcids allandoja.

Allitsuk be a rendszer kezdeti helyzetét tgy, hogy
a ridnak ebben az allisaban a torzios szil forgato-
nyomatéka éppen kompenzilja a graviticios tér altal
kifejtett forgatonyomatékot! Mérjik a ¢ szoget ettdl az
egyensulyi helyzettdl, és fejtsiik sorba a (2) egyenlet
jobb oldalat elsé rendig az inga egyensulyi helyzete
korul! Ekkor az ingdra hato teljes forgatonyomaték ara-
nyos lesz a kitérés ¢ szogével:

M(p) =M, + My=—(Dy+ D)y, ©))

ahol a gravitacios tér effektiv direkcios allandodjat a (2)
képlet sorbafejtett alakja adja:

_dM,(p)
de

2
=0 d (D

8

©)

=0

Fontos megjegyezni, hogy mig a torzios szal D, di-
rekcios allandodja a (4) képlet értelmében mindig pozitiv
(hiszen a szal vissza akarja forgatni az ingat az egyen-
sulyi helyzetbe), addig a gravitacios tér D, effektiv di-
rekcios allandoja pozitiv és negativ is lehet.
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Legyen O az inga tehetetlenségi nyomatéka a z ten-
gely, azaz a torzios szal koril! Ekkor a forgasra vonat-
koz6 mozgasegyenlet (kis kitérésekre):

d’p()
dr?

Ez a harmonikus oszcillator jol ismert mozgas-

egyenlete. Megoldasa szinuszos rezgés, melynek kor-

frekvencidja
=20 _ [P+ Dy ®)
T (C)

ahol T' a torzids rezgés periodusideje. A rezgésids re-
ciprokdnak négyzete kifejezhets a fenti képletbdl:
1 1 Dy+D,

i e ©

0 =M(p) ==(Dy+ D). @)

Vizsgaljuk most az inga két kilonbozé egyensulyi
helyzete (jelolje ezeket ¢, és ¢,) korili rezgéseket! Mind-
kett6hoz tartozik egy effektiv gravitacios D,, direkcios
allando (k= 1, 2) és egy T, rezgésidS. A (9) képletet
mindkét esetre felirva, majd kivonva egymasbdl latha-
t0, hogy a torzios szal D, direkcios allandoja kiesik, és
csak a két helyzetre vonatkoz6 D, és D,, graviticios
direkcios allandok kiilonbsége marad meg:

1 1 1 Dy-D,

R (10)
le TZZ 41 ®

Az effektiv direkcios dllandok (6) definicidjat visz-
szairva megkapjuk elsé {6 eredménytinket:

J. v
P=P2

Eotvos a (11D egyenlGség bal oldalat mérte. (A
lengési idGk lemérése meglepd biztonsiaggal és pon-
tossaggal eszkozolhetd.”) A jobb oldalon ® az inga (a
rad és a rajta levé tomegek) ismert tehetetlenségi nyo-
matéka. Az elméleti szamitas feladata tehat a rendszer
graviticios energidja masodik derivaltjai értékének a
két egyensilyi helyzetben valé6 meghatarozisa. Ez az
érték nyilvan arinyos az univerzalis fgravitdcios allan-
doval. Ha tehat a jobb oldal tobbi tényezdjét elméletileg
kiszamitjuk, a bal oldalt pedig megmérjik, a két oldal
osszehasonlitdsaval megkapjuk az fgraviticios allando
értékét. Ez Eotvos ,dinamikus” torzios ingas mérésének
alapgondolata.

Kérdés, hogy milyen geometriai elrendezésud kisér-
leti helyzetre alkalmazzuk a fenti képletet — nyilvan
olyanra, ahol egyrészt a mérés pontosan végezhetd el,
masrészt a (11) egyenl&ség jobb oldalan szereplS deri-
valtak konnyen kiszamithatok.

Az eddigiekben nem specializaltuk az ingaként len-
g6 merev test alakjat. Altalinos merev test esetén mind
a test V(gp) graviticios potencidlis energidja, mind a ©
tehetetlenségi nyomaték egy bonyolult térfogati integ-
rallal allithat6 elS. Egyszerbb a helyzet, ha a lengé in-

B dV(e)
2

1 1 1 [ dV(e)
do

72 T7 4ne| de?

P=P1
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gat diszkrét tomegpontok egylttesének tekintjik. Eot-
vOs épp ezt a kozelitést tette: az ingat két m tomeg,
pontszertinek tekintett golyoként vette szamitasba,
melyeket egy elhanyagolhaté tomegd és vastagsagu, 2/
hosszasaga rad két végére erGsitett. Ebben az esetben a
rad kozéppontjara vonatkoztatott ® tehetetlenségi nyo-
maték egyszerien ® = 2mi?. Az ettSl az értéktSl valod
eltérést, ami a rad véges vastagsigabol és tomegébdl,
valamint a golyok véges atmérgjébsl adodik, E6tvos az
(D képletben szerepld (1 — ¢) korrekcios tényezGbe so-
porte bele.
Legyen egy pontszerd testekbdl alld merev rend-
szer K-adik tomegpontjanak tOomege my, a pontba
mutato helyvektor pedig rg! A test egészének ¢ szogd
elfordulasa sordn az egyes helyvektorok a ¢ szog fligg-
vényeként megvaltoznak: r (), ez a szogfliggés azon-
ban egyszeri geometriai Gton kiszamithato. Tudjuk,
hogy egy tomegpont V(r) gravitacids helyzeti energidja
a test m tomegének és a graviticios tér U(r) potencidl-
janak szorzata. Igy a test teljes gravitdcios potencidlis
energiaja:
V(@) = Z My Uty ((0)), (12)

K
ahol U(r) a gravitacios tér potencidlja az r vektorral
megadott térbeli pontban. (Ne feledjik, hogy U(r) az r
pontba helyezett egységnyi tomegd tbmegpont gravita-

Eotvos ingdja esetén a K index csak az 1 és 2 érté-
ket veszi fel, hiszen az ingat két tdbmegpontbol allonak
tekintjuk. A 2. dabrdrolazonban jol latszik, hogy a rend-
szer az ingarad mozgasanak sikjaban a rad kézéppont-
jara nézve tikorszimmetrikus, igy a két golyo helyén
az U(r) potencial azonos lesz, még akkor is, ha a riad
elfordul egyensulyi helyzetébdl. Ezért a (12) képletben
elegendd az ingarad egyik végén levs golyoval szimol-
ni, a szummazas pedig csak egy kettes szorzotényezst
eredményez. Hasonloképpen kell eljarni a gravitacios
potencidlis energia elsé és midsodik derivaltjanak ki-
szamitasanal is.

Feladatunk tehat arra redukalodott, hogy meghata-
rozzuk az inga két egyensulyi helyzetét, és e helyzetek-
ben kiszamitsuk az inga egyik végpontjaban az U(r(¢)
gravitacios potencial ¢ szerinti masodik derivaltjat. Eh-
hez persze ismerni kell magat az U(r) graviticios po-
tencialt.

A derékszogl hasibok gravitacios tere

Az U(r) potencial a newtoni gravitacios elméletben ki-
elégiti a

AU =4mfo(r) 13)

Poisson-egyenletet, ahol fa newtoni graviticios allan-
do, o(p) a gravitacios teret keltG anyag helyfliggs si-
risége, A pedig a Laplace-operatort jeloli. Az egyenlet
megoldasa:
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o(R)
r-R|

U)=—f j d*R 14

Az R vektorvaltozd szerinti integrilast a gravita-
cios teret keltd test(ek) teljes térfogatara kell elvégez-
ni. A képlet jelentése vilagos: az R helyen levs o(R) d°R
tomegelemek —f/Ir — Rl-rel ardnyos gravitacids poten-
cidljat kell osszegezniink az r pontban. Homogén su-
rlségl test esetén az allando p érték kiemelhetS az
integral alol.

A (14) képletben szerepld integrilds a legtobb eset-
ben nem végezhetd el zart alakban, igy dltaldban nem
kapunk analitikus (képlettel megadhat6) alakot az U(r)
gravitacids potencialra. Mar Newton ismerte az egyik
kivételt: ha a graviticios teret kelts test slrdségelosz-
lasa gombszimmetrikus, akkor a potencial is az: a tes-
ten kiviil a potencial értéke U(r) = —fM/r, ahol M a test
teljes tomege, r pedig az r vektor abszolut értéke (itt a
koordinata-rendszer origojat a teret kelté gomboly test
kozéppontjaba helyeztik). E képlet gradienseként ado-
dik Newton kozismert —1/r2-es gravitacios torvénye.

Egy maisik érdekes, fontos, bar kevésbé ismert ana-
litikusan kiszamolhato eset a homogén tomegeloszlasu,
derékszogu tégla alaku test graviticios tere. A képlet tri-
gonometrikus és hiperbolikus fliggvények inverzeinek
(arctg és arth) hat kiilonbdzé variansabol 4ll, e figgvé-
nyek pedig az (r — R.,) vektorok derékszogl kompo-
nenseinek kilonbozé kombinacidit tartalmazzak. Itt r
azt a helyet jeloli, ahol az U(r) potencialt keressuk, az
R, vektor pedig végigfut a gravitacios teret kelt tég-
latest mind a nyolc cstcsan. E tagokat kell 6sszegezni
a téglatest nyolc cstucsa adatainak behelyettesitésével,
igy kapjuk végiil a teljes formula 6sszesen 48 tagjat. A
formulat els6ként Friedrich Bessel vezette le 1813-ban
[21] a csillagaszati tavesovek zenitre tdjolasi problémai-
nak vizsgalata soran. KésGbb a potencidl gradiense,
azaz a gravitacios térerGsség komponenseit Sir George
Everest angol foldrajztudos és geodéta is kiszdmitot-
ta, aki a Nagy Indiai Délkormérést vezette az 1820-as
években (és akirSl késGbb a Fold legmagasabb cstcsat
elnevezték). A foldmérési adatok kiértékelésekor figye-
lembe kellett venni az indiai fennsik nagy tomegeinek
gravitacios hatasit, ehhez vezette le Everest a szogletes
hasabok graviticios terét, amelyet elGszor az 1830-ban
megjelent konyvében [22] publikilt — az eredmény be-
tolti a konyv teljes 97. oldalat. A potencial képletének
részletes felirdsatol megkiméljik az olvasét — az ér-
dekl6dSk megtalaljak (elsG és masodik derivaltjaival
egyiitt) az ,Elet a Laposfoldon” cimd cikkiink fiiggelé-
kében [23]. Ugyanitt tovabbi irodalmi hivatkozasok is
talalhatok. (Megjegyezzik, hogy abban a cikkben az r
és az R vektorok jelolése az itt hasznalthoz képest for-
ditott.) A formula igen érdekes és szellemes levezetése
Haaz Istvan geofizikus cikkében olvashato [24].

Jelen esetben nem egyetlen, hanem két derékszogu
hasab terét kell vizsgilnunk, igy az egzakt képlet nem
48, hanem 96 tagbol 4ll. Szerencsére a Mathematica

CSERTI JOZSEF, DAVID GYULA: EOTVOS MAGIKUS SZAMA

2,0 & | 1 Y
¢ o by ~ 4 \fep
2 1946 “
15 T208s
224
363
110 641 4+—3
35
ng
0,5 -
N,
> & B
> o o
3 2 £\ 2l
S 00 4
F; A
z 3 &
O 5 031 /
v 9
—1 2
-1,0 0
-250]
2.3¢3
oY
-15 ~}.085
4 086 &
6 ~, N N
o %% 64 8p, K
20 15 -1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 15 2,0
x/a

3. dbra. A két hasab (fpa?) egységekben mért U(r) graviticios po-
tencialjanak ekvipotencialis vonalai és az erGvonalak a z = 0 sikban

szimbolikus program konnyen megbirkozik mind a po-
tencial kiszamitasinak, mind abrazolasanak feladata-
val (Eotvos minden bizonnyal orilt volna, ha e progra-
mot hasznalhatja). A 3. dbran a két hasab potencialja és
erétere lathatd az ingartd mozgasinak z = 0 sikjaban.
A folytonos (szines dbran piros) vonalak az U(r) gravi-
tacids potencial ekvipotencidlis vonalai, mig a nyillal
ellatott (szines abran kék) vonalak a potencidl negativ
gradiense, azaz a gravitacids gyorsulas erGvonalai (a
potenciilt fpa?* egységekben mértiik).

A 3. dbranjol lathato, hogy a két hasab kozotti tires
tér kozéppontja az erStér specialis pontja: az ide helye-
zett pontszerd testre nulla gravitacids erd hat — hiszen
a két téglatest vonzdsa itt éppen kiegyenliti egymast. Ha
azonban a pontszerd probatestet kimozditjuk az egyen-
salyi helyzetbdl, érdekes dolog torténik: x iranyba,
azaz a két téglatest valamelyike felé elmozditva a testet
a kozelebbi tégla vonzisa erGsebb lesz a tavolabbiénal,
ezért a probatest tovabb tavolodik a fixponttdl, és ne-
kicsapodik a kozelebbi téglinak. Ha viszont y irdny-
ban, azaz a két téglat 6sszekotS vonalra merSlegesen
mozditjuk el a probatestet, akkor a két tégla egytittes
vonzoereje visszaviszi azt a fixpontba. Az egyensulyi
helyzet koril a gravitacios tér erGvonalai hiperbolihoz
hasonlitanak, ezért nevezik az ilyen egyensulyi hely-
zetet nyeregpontnak vagy hiperbolikus fixpontnak. A
hiperbolikus fixponttal jellemezhetS egyensulyi hely-
zet instabil: van olyan irdny, amely felé a probatestet el-
mozditva a felléps erdk azt eltavolitjak a fixponttol. Ez
nem véletlen: a (13) Poisson-egyenletbdl levezethetd,
hogy tiszta graviticios (és a vele matematikailag analog
elektrosztatikus) erGtérben egy pontszerd részecskeé-
nek nem létezik stabil egyensulyi helyzete.

Mi azonban nem pontszerd testet, hanem két véges
tavolsaga pontbol all6 ingat helyeziink a két hasab kozti
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ures tér kozéppontjaba. A 3. dbra alapjan lathato, hogy
ha az ingarudat altalanos ,ferde” allasba helyezziik, ak-
kor mindkét golyora olyan gravitiacios eré hat, amely
a rudat az x tengellyel parhuzamos irinyba igyekszik
elforgatni. (A két golyora hato erSk vektori Osszege a
szimmetria miatt nulla, de altaliban forgatobnyomaték
1ép fel) Az inganak két olyan egyensulyi helyzete van,
amikor a két golyora hat6 erSk radirinytak, azaz nincs
forgatonyomatékuk. Az egyik esetben a rad x iranyq,
azaz parhuzamos a két hasabot dsszekotd egyenessel
(ezt a helyzetet nevezi Eotvos longitudinalisnak). Ez az
egyensulyi helyzet stabil: kis kitérések esetén visszaté-
rité forgatonyomaték 1ép fel. Mas szoval elmondva: eb-
ben a helyzetben a (6) képletben értelmezett D, effektiv
direkcios allando6 pozitiv. A masik egyensulyi helyzet az
el6z6re merdleges, y irdnyG (E6tvos transzverzilis ese-
te). Ha az inga rudja parhuzamosan all a két hasab koze-
li lapjaival, akkor a szimmetria miatt a két golyora hato
erd most is radiranyq, tehat nincs forgatonyomaték. Ez
az egyensulyi helyzet azonban instabil: kis kitéritésre
mindkét golyot a hozza kozelebbi hasib felé vonzza a
gravitacio, azaz a kitérés tovabb novekszik. Ebben az
esetben a D, effektiv direkcios allandoé negativ.

A fentieket szemléltetends a 4. dbran bemutatjuk
a két pontszerd golydval modellezett inga graviticios
potencidlis energidjanak fuggését az elfordulas ¢ sz6-
gétdl (a szoget az x tengelytSl mérjuk, az energia egy-
sége foa’m). Lathato, hogy a ¢ = 0 (és a vele ekvivalens
@ = 1 helyzetben a potenciilis energidnak minimuma
van, az e helyzetekbdl kitéritett rendszer visszatér —
ezek az egyensulyi helyzetek stabilak. Ezzel szemben a
@ = /2 (és a vele ekvivalens ¢ = 3n/2) helyzetekben a
potenciilis energidnak maximuma van, az egyensulyi
helyzet instabil.

Ne feledkezziink meg azonban arrdl, hogy az in-
gara nemcsak a gravitacios tér altal kifejtett forgato-
nyomaték hat, hanem a torzids szil M, = —-D, ¢ forga-
tonyomatéka is. Igy az egyensulyi helyzetek esetén a
teljes visszatéritd direkcios erd az (5) képlet szerint a
két érték Osszege. Ha a torzids szal D, direkcios ereje
elég nagy, az eredd érték mindkét egyensulyi helyzet-
ben pozitiv lesz. Rogton latjuk azt is, hogy a longitu-

N /1
R VA A N A B
B /A A N A B

4. dbra. Az inga foa*m egységekben mért V(p) graviticios energiaja-
nak szogfliggése a két hasab gravitacios terében. Az egyensulyi hely-
zetek (szélsGértékek) kortl a graviticios energia sorbafejtett alakja
V(p) = V, + D, 9*/2, ahol a két dlldsban D, = 0,91, illetve D, =—0,77
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dinilis egyensilyi helyzet korili rezgés esetén az ere-
dé direkcids erd — és igy a (8) képlet szerint a rezgés
korfrekvencidja is — nagyobb lesz, mint a transzverzalis
helyzet kortli rezgés esetén. A rezgésidS forditva ard-
nyos a frekvencidval, ezért a longitudinalis helyzet ko-
rili rezgés periddusideje kisebb, mint a transzverzalis
eseté. Lathatjuk tehit, hogy E6tvos (1) képletében a bal
oldalon valéban pozitiv mennyiséget kapunk. (E6tvos
méréseiben 7; és T, értéke 640, illetve 860 masodperc
korul volt.)

Ez az elemzés tehit valoban elvezetett az elGzetesen
a 2. dabran felvazolt két egyensulyi helyzethez. Szamita-
sunkat tehat azzal kell folytatnunk, hogy e két helyzet-
ben kiszamitsuk az U(r (p)) fliggvény (6) szerinti maso-
dik derivalgat. Illetve...

Korabban emlitettiik, hogy egy homogén téglatest
gravitacios terének kiszimitasihoz a test nyolc cstcsa-
hoz tartoz6 jarulékokat kell 6sszegezniink — esetiink-
ben a két Slomtémb miatt 16 cstcesal kell szamolnunk.
Ezek mindegyikére valoban sziikséglink is volt, amikor
a 3. abra adatait szamoltuk ki. E6tvost azonban nem a
potencidl részletes menete érdekelte, hanem a kétféle
egyensulyi helyzetbdl kiszamithato effektiv direkcios
allandok kulonbsége (lasd a (10) képletet). Emlékez-
zink vissza ezért Eotvos kordbbi triikkkjére, amelyet a
hipotetikus végtelen fal esetével kapcsolatban mutat-
tunk be: ha a végtelen falbdl kivagunk az origd kortil
egy négyzet alapu hasibot, a hasab anyaganak jarulé-
kat ki kell vonnunk a kiszamitott gravitacios térbél. Ez
azonban a longitudinalis és a transzverzilis allasa inga
esetén ugyanannyi, ezért a (11) képletben megjelend
kiilonbségbdl kiesik.

Forditsuk meg most ezt a gondolatmenetet! Toltsiik
ki a két 6lomhasab kozti négyzetes hasiab alakua teret
olommal (és kozben persze hallgatdlagosan fogadjuk
el, hogy az inga az 6lomtomb belsejében is mozog-
hat)! Jeloljik az inga potencidlis energidjat e modosi-
tott konfigurdciéban V(g)-vel! Ekkor a (11) képletben
a V() potencialis energidk derivaltjainak kiilonbségét
a fiktiv V(p) potencidlok derivaltjainak kiilénbségével
potolhatjuk, hiszen a kozponti négyzetes hasab be-
illesztése az inga mindkét allasa esetén ugyanakkora
értékkel valtoztatja meg a potencialt.

A V(p) mennyiség az inga potencialja a ,befolto-
zott”, x iranyban immdar 3a hosszisagu, y és z irdny-
ban viltozatlanul a szélességd, illetve 2a magassiga
olomhasab terében. De ez az objektum is egy homo-
gén slrlségl derékszogu téglatest, tehat terének kisza-
mitasara alkalmazhatjuk a hasabok gravitacios terének
soktagt formulajat! Ez viszont mar csak 48 tagbdl all a
korabbi 96 helyett. A szamolasnal csak az olomtdmbok
8 kiils6 sarkanak jarulékait kell kiszamitanunk, a belsg,
az ingahoz kozelebbi sarkok jaruléka a ktlonbségkép-
zéskor kiesne. Eotvos trikkjével tehat a szamolasi mun-
ka felét megtakarithatjuk! Es most utolag mar jol lathat-
juk, miért valasztotta Eotvos a kisérleti elrendezésben
egyforma nagysiginak az 6lomoszlopok szélességét
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és egymadstol valo tavolsagat, azaz négyzetes alaptinak
az ingat kornyezd lyukat: ezzel az elsG ranézésre vélet-
lenszertinek tind valasztassal megsporolta a kisérletet
megel6zG szamolasok felét. (Megjegyzés: a szizharminc
évvel késébbi drukkerek felvethetnek egy hasonlokép-
pen szimmetrikus kisérleti elrendezést: egy hosszikas,
hasab alaka fémtomb kozepébe henger alaka lyukat
farunk. Esetleg Eotvos egyik otletét megvalositva egy
hosszakas, hasib alakd edényt az dlomtombokkel el-
lentétben valobban homogén higannyal toltiink meg, és
ennek kozepére behelyeziink egy henger alaka tres
edényt. A levegGvel — esetleg vikuummal — teli hen-
gernek a tengelye mentén logatjuk be a torzids ingat.
A sziikséges szamitisok azonosak az Eotvos kisérlete
soran alkalmazottakkal.)

Az eddigi megfontolasokat Osszesitve E6tvos méré-
sének leirasara a kovetkezd formulat kapjuk:

1_1_
Ty
- a (15
_ 1 1-e, | dUp| dUp
47'52 Zmlz d¢’2 =0 dwz o=n/2 7

ahol T;és T,az inga longitudinilis, illetve transzverzalis
egyensulyi helyzete koruli lengésideje, ® = 2mi* a ko-
rabban elmondottak alapjin az inga torzios szal kort-
li tehetetlenségi nyomatéka, ¢ az ehhez tartozo kicsiny
korrekcios tag, U(p) pedig a 3a hosszisiagl  kiegészi-
tett” hasab altal létrehozott gravitacids potenciil az inga-
rad egyik végén levs golyd helyén. Az U(p) gravitacios
potencial és a V(p) potencidlis energia kozti kiilonb-
séget a (12) képlet szerint kiemelt m tényezs, a masik
golyot pedig a kettes szorzotényezs veszi figyelembe.
Latjuk, hogy a képletben az m tomeggel egyszerUsiteni
lehet (igy nem okoz gondot, hogy beszamolojaban Eot-
vos nem kozolte a golyd tomegét), az ingariad 2/ hossza-
sdga azonban még szerepel az eredményben.

A pontszerul inga esete

A tovabbiakban célunk a (15) formuldban a zarojelben
szereplG mennyiség elméleti kiszimitasa. Ez az érték a
(14) képlet szerint ardnyos az f gravitacios allandoval,
illetve az integralbol kiemelhetd allando g strdséggel —
ha minden jol megy, akkor végil meg kell kapnunk az
(D képletet, benne az E6tvos-szorzotényezivel.
Kézenfekvének tinik az Eotvos altal kozolt (3) kép-
let felhaszndldsa. Ha abban az a sz6g helyére behelyet-
tesitjik az a = 0, illetve az a = n/2 értéket, az ingarad 2/
hosszisaga kiesik, és a kovetkezs eredményt kapjuk:

o2 v
foloy? ox*)

ahol a derivaltakat az ingarud kézéppontjaban kell ven-
ntnk. A ((3) képletbdl az kovetkezik, hogy D,, = —D,,,

a kulonbségképzéskor ezért 1ép fel a kettes szorzo-
tényezs.)
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Ezutdn a sokat emlegetett 48 tagt képlet (pontosab-
ban annak masodik derivaltja) felhasznalasaval kisza-
mithatjuk a képletben szereplé mennyiségeket. Néhany
trigonometriai triikkk (arctg értékek 6sszevonisa) utin
ezt kapjuk:

814

& =16arctg (—] =13,390. an
27

MeglepS modon ez a szim nem egyezik az Eotvos
cikkében, illetve az (1) képletben szereplé numerikus
értékkel. Igaz, az eltérés nagyon kicsi. Valoszintleg a
mérési hiba ennél nagyobb volt.

Hat most lehet toprengeni... Ha E6tvos egyszertien
a 13,4 értéket adta volna meg az (1) képletben (6ssz-
hangban az egész mérés egy szazalékos pontossiga-
val), akkor most elégedetten hitradSlhetnénk: E6tvos
sajat, korabban altalunk mar levezetett (3) formuldja
alapjan megkaptuk az Eotvos-tényez6t. De az (1) kép-
letben hatdrozottan nem ez az érték szerepel, hanem
egy Ot jegyre megadott, ettSl az eredménytdl lathatdan
eltérd szam...

Vajon mi lehet az eltérés oka? Emlékezzlink vissza
a (3) formula levezetésével kapcsolatban tett megjegy-
zésre: az eredmény akkor érvényes, ha a vizsgilt merev
test mérete kicsi a gravitacios tér valtozdsinak karak-
terisztikus hosszahoz képest. Ez a feltétel bizonyosan
teljestil a geofizikai mérések esetén. Ott a tanulmanyo-
zott kézettomegek kilométeres nagysagrendjével all
szemben az EOtvos-inga néhanyszor tiz cm hosszisaga
radja. A most elemzett mérés esetében viszont a feltétel
nem 4all fenn: az inga hossza, a graviticios teret kelté
olomtombok mérete és egymastol valo tavolsiga egy-
arant a deciméteres nagysigrendbe esik. Nem fogad-
hatjuk el tehat a kisérlet elemzésére a sorfejtésen alapu-
16 (3) képlet hasznilatat!

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a (3) formula a pont-
szer( ingara hat6 forgatonyomatékot adja meg — de a mi
esetlinkben az inga hatdrozottan nem pontszerd.

Ujra kell tehat gondolnunk a kitéritett ingarad végén
tancolo golyora hatod forgatonyomaték kiszamitasanak
modszerét.

A véges hossziisagu inga esete

A gondot az okozta, hogy a (3) formula levezetése-
kor a gravitacios potencialt és derivaltjait az origo-
ban felvett értékekkel helyettesitettitk. Ha az ingarad
mérete, azaz a golyok kozépponttdl mért tivolsiga
Osszemérhet$ a graviticids tér valtozasanak karakte-
risztikus hosszaval, pontosabb szamitashoz kell folya-
modnunk.

Vegytik fel a z = 0 sikban az x tengelyhez képest ¢
szoggel elfordult e(p) = (cosg, sing, 0) egységvektort,
valamint az e(p)-re merdSleges f(p) = (—sing, cosp, 0)
egységvektort! Konnyen belathatd, hogy de(p)/deg =
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f(p), valamint df(p)/dp = —e(p). E jelolést hasznalva az
origd kozéppontt, 2/ hosszisaga ingarid egyik végén
levS goly6 helyvektora r(p) = le(p), és a golyo helyén a
gravitacios tér potencidlja U(r) = Ur = le(p)) lesz. Ezt
a kifejezést a kozvetett fiiggvények derivalasi szabilya
segitségével kétszer derivaljuk (az indexes alakot és a
néma index konvenciot hasznaljuk):

dU((p)) de;

=0,Ul—=10,U f; , 18:
0 o fl,  (sa
SO ;4 506 £
de de
_ z[ﬁ(rp)a]-a,-wdef(@ : aiUdﬁ(‘”))} (18b)
de de

=1 f,f,0,0,U~le,0,U.

A képletben az indexes parcidlis derivaltak az r vek-
tor derékszogl x, y, z koordinatai szerinti derivaltakat
jelolik, a kétszer el6forduld indexekre osszegezni kell.
Fontos megjegyezni, hogy a derivaltak értékét nem az
origbban, hanem a goly6 aktuilis helyzetében kell be-
helyettesiteni.

A fenti eredményt a korabban elmondottak alap-
jan a négyzetes lyuk ,betomésével” kapott derékszogu
hasab U (1) graviticios potencidljara kell alkalmaznunk.
A (15) képlet szerint a potencial masodik derivaltjat a
¢ =0, illetve a ¢ = n/2 helyen kell kiértékelni. Mivel
e(®=(,0,0), f0=e@2 =(Q,1,0), f(n/2) = (-1, 0, 0),

ezért
277, 277 rr
d¢ =0 ay Ox r=(1,0,0)
277 277 77
40 [zza—lf—za—Uj (19b)
dq) o=n/2 Ox Gy r=(0,1,0)

Visszahelyettesitve a (15) képletbe a kovetkezs vég-
eredményt kapjuk:

11 1-¢ [6217 16(7}
2 2 2 2 A
" T, 47 oy I ox o0

_(6217 _@j }
r=(0,7,0)

ox® 10y

Ez a képlet két fontos jellemzSben kiilonbozik a
pontszertnek tekinthets ingédra kapott (16) alaktol. E16-
szor is nemcsak az U(r) potencidl masodik derivaltjai
szerepelnek benne, hanem az elsG derivaltak is. Az
utobbiak, azaz a graviticios térerGsség komponensei az
ingarad két végén levs golyokra dsszegezve kiejtik egy-
mast, de a forgatonyomatékhoz hozzajarulnak. A masik
kilonbség az, hogy a potencial derivaltjainak értékét
nem az origbban, hanem a golydk egyensulyi helyze-
tében, az origotol véges tavolsigra kell kiszimitani. Er-

0
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demes megjegyezni, hogy a szogletes zarojelben levé
kifejezésnek a nevezSben szereplS / hosszusag ellené-
re létezik az / — 0 hatarértéke. Ha figyelembe vessziik,
hogy az elsG derivaltak értéke az origbban, az egyen-
sulyi helyzetben nulla, akkor kdnnyen belathat6, hogy
a hosszusaggal osztott elsG derivaltak hatarértéke épp
a megfelel6 masodik derivalt. Ezért a szogletes zarojel-
ben 4ll6 kifejezés [ — 0 hatarértéke megegyezik a (16)
képlet jobb oldalaval, beleértve a kettes szorzotényezat.

Az Eotvos-tényez6 fliggése az inga
hosszatol

Most mar tényleg nincs mas hatra, mint a (34, a, 2a)
élhossztsagt, homogén g strlségl derékszogl hasib
48 tagbol 4ll6 U (r) gravitacios potencidljianak derivalt-
jait behelyettesiteni a (20) képletbe. Mivel E6tvos nem
adta meg az ingarid 2/ hosszisagit, ezt a paramétert
fuggSben hagyjuk, és az Eotvos-tényezS értékét az
[ hosszusag fuggvényében adjuk meg. Pontosabban:
normaljuk az ingarad 2/ hosszusagat a két olomtomb
kozti a tavolsaggal. Ehhez vezessiik be a t = 2//a valto-
70t (melynek értéke 0 és 1 kozott futhat: ¢ = 0 a kordab-
ban targyalt pontszerd inga hataresetét jelenti, a # =1
hataresetben pedig az inga végén levé golydk éppen
hozzaérnének az olomtombokhoz). Eljutottunk tehat
szamolasunk végeredményéhez, megadhatjuk az Eot-
vos-tényezd £ értékét a ¢ paraméter fliggvényében:

3+t 3+¢

1
—E(t) = arct, arct
4 & u g(S +1)u
1+ 1+t 3
—arctg + arctg
3y 3 (1+t)v 1)
+ 1 ztrthl + 2 arthL _3 arthl
t u t 2u t v
—Earthi+ {t > (-0},
t 2v

ahol

2 2
Mw:JZ+2+L-és v(1) = Z+£+L.
2 2 4 2 2 4

A végss képletben szereplS 16 tagnak csak a felét ir-
tuk ki, a tobbit gy kaphatjuk meg, hogy a ¢ paraméter
helyébe mindentitt (beleértve az 1 () és v(f) mennyisé-
geket definidlo gyokoket is) (—pH-t irunk.

A (2D képlet az Eotvos-tényezs egzakt, kozelités-
mentes értékét adja meg az ingarad hosszanak flgg-
vényében.

Ezt az jjesztOnek tind fliggvényt az 5. dabrdn mutat-
juk be. A vizszintes tengelyen az ingarud hosszara jel-
lemzG ¢ paraméter viltozik 0 és 1 kozott, a figgdsleges
tengely pedig az £ Eotvos-tényezd értékét mutatja. Az
abran szereplG szaggatott vizszintes vonal jelentésére
még visszatériink.
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A korabbrol, a pontszerd ingira vonatkozd (17)
képletben szerepld 13,390 szamértéket felismerhetjik
a gorbe kezdSpontjaban, a t — 0 hatarértéknél — valo-
ban, ez felel meg a pontszerd ingianak. De a fliggvény
legjellemz&bb vonasa az, hogy alig fligg a ¢ paraméter
értékétSl: valtozasa az egész tartomanyben kevesebb,
mint egy szazalék. Ez a kis ingadozas pedig beolvaszt-
hat6 az (D) képletben szerepld ¢ korrekcios tényezSbe.
Idézziik fel Tangl Karoly egy megjegyzését: ,E modszer
nagy elénye abban all, hogy a rad méretei csak a kor-
rekcidtagban szerepelnek s igy nincs is sziikség azok
pontos ismeretére.” [16].

Hasonlitsuk 0ssze ezt a gyenge fliggést egy masik
kisérleti szitudcioval! Helyezziik el a vizszintes sikban
lengs ingat a két derékszogd hasiab helyett két egy-
forma goémb alaku test kozott! Legyen a gombok kozti
tavolsag ugyanakkora, mint a gombok atmérgje! A ko-
rabban elvégzett szamitast konnyen megismételhetjik
erre az esetre is, hiszen a gdbmbok graviticios tere jol
ismert. Ezt az U(r) fuggvényt a (20) képletbe helyette-
sitve az Eotvos-tényezdnek a négyzetes hasab esetével
analog t= I/R paramétertSl valo fuiggésére a kovetkezst
kapjuk:

167 6 12+

E(H)y=— — , 22)
f (4+0) " (4-r)

ahol t=I/R< 1.
Konnyen lathato, hogy £ = 0) = 21 ~ 6,28 és

208 32
81 25V2

A gobmbok kozt lengd inga esetén az Eotvos-ténye-
z6nek a ¢ paramétertdl valo figgését a 6. dbra mutatja
be. Jol lathato, hogy ebben az esetben a r-fliggés igen
hatdrozott: a vizsgalt intervallumban a fliggvény értéke
tobb mint negyven szdzalékot valtozik.

Megtalaltuk tehdt annak a magyarazatat, miért tért
at Eotvos a gombokkel végzett kezdeti kisérletek utan
a szogletes alakt 6lomtombokre. Az itt bemutatotthoz
hasonl6 szamitiasokkal valoszintleg elGzetesen meg-
vizsgilta, hogy a kisérlet eredményét mennyire befo-
lyasoljak az altala nehezen kontrolldlhatoé paraméterek.

E(l‘zl):n( jz9,87.

13,50

/

13,48

13,46

16)

e

13,44

13,42

1

13,40

L —

e

0,0 0,1 0,2 03 04 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1,0
t=2l/a

5. dbra. Az Eotvos-tényezs fliggése a torzids inga radjanak normalt
hosszatol a hasabok kozt lengé inga esetében
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Az ingarad hossza nincs pontosan definidlva, hiszen a
végére erGsitett golyok sem pontszertiek. Ha nem sike-
ril a torzids szalat hajszdlpontosan a vonzo testek koz-
ti 1égrés kozepére helyezni, az is hasonld hatdssal jar,
mintha a rad hossza médosulna. Két vonzé gomb kozt
lengS inga esetén ez a kisérleti bizonytalansag igen
nagy, akar tiz szazalékos hibat is eredményezett vol-
na a gravitacios allando értékére vonatkozd végered-
ményben. Ha viszont derékszogl hasibokat hasznil a
gravitacios tér forrdsaul, akkor az ingahossz bizonyta-
lansdga csak egy szdzaléknal kisebb hibat okoz. Ezért
agy gondolhatta, hogy érdemes a kisérletet derékszogd
geometriaval elvégezni (villalva persze a hasibok gra-
vitacios terének elméleti kiszamitasaval jar6 bonyodal-
makat).

Mivel ugy éreztiik, j6 nyomon jarunk Eotvos gon-
dolatainak rekonstruilisiban, megvizsgaltuk az Eot-
vOs-tényezd fliggését a kisérlet tobbi paraméterétdl is.
Korabban mar lattuk a trikkkot: a szimitasok egyszerd-
sitése érdekében 1ényeges, hogy a két dlomtémb kozti
hianyzo6 légrés négyzet alapu legyen (nevezziik a négy-
zet élét a-nak, ez lesz tehat a hasibok kozti tivolsag és
a hasabok y irinyu szélessége). Szabadon valtoztathatod
paraméter viszont a hasabok x irinyG b hosszisiga és
z iranyQ ¢ magassaga, valamint az inga lengési sikja-
nak fliggdleges b tavolsdga a hasibok szimmetriasik-
jatol. Ha mindezeket az adatokat szabad valtozonak te-
kintjuk, és megismételjik a cikkben leirt szimitasokat,
megkaphatjuk az £(/, b, a, b, ¢) figgvényt. A vonatkozo
abrakat és bonyolult képleteket nem mutatjuk be, csak
kvalitativ beszamolot adunk.

Ha az inga sikjat h magassagra eltavolitjuk a hasa-
bok z = 0 kozépsikjatol, az Eotvos-tényezd rohamosan
csokkenni kezd, az effektus egyre nehezebben lesz
mérhetS. Optimalis tehat a b = 0 érték, amit EStvos va-
lasztott. Ha a hasibok b hosszaval és ¢ magassiagaval
egyarant a végtelenbe tartunk, akkor az Edtvos-ténye-
76 (az arctg fuggvényeknek kdszonhetGen) 8rn-hez ko-
zeledik. Ez éppen az az elméleti érték, amelyet E6tvos
és kovetSi a mérést bemutatd gondolatkisérlet elem-
zésével kaptak. Ha a b/a és c/a paramétereket egynél
kisebbnek valasztjuk, azaz a hasibok keskenyek és la-
posak lesznek, akkor az Eotvos-tényezs csokken, az [

9,5
90 /
8,5

8,0 /

7.5

146)

7,0

L—

6,5

—

0.0 0,1 0.2 0.3 0.4 0,5 0,6 0.7 0.8 0.9 1.0
t=Il/R

6. abra. Az Eotvos-tényezd fliggése az ingarad hosszatol a két R su-
gart gomb gravitacios terében lengd inga esetében
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paraméterre mutatott érzékenység viszont novekszik.
Nem szabad tehat tal keskeny vagy tal lapos hasibokat
hasznalni. Az Eotvos-tényezs b- és c-fliggésének vizs-
galata azonban arra is rAimutat, hogy nem érdemes tal
nagy értékeket sem vilasztani: az E6tvos-tényezs b és ¢
figgvényében eleinte gyorsan nd, késébb viszont csak
egyre lassabban kozeledik a végtelenbeli 8w értékhez.
Egy kisérleti szakember ilyenkor kompromisszumot
kot az elméleti kovetelmények és a kisérleti lehetSsé-
gek (pl. a rendelkezésére allo 6lomtéglik mennyisége
vagy a laborasztal teherbird képessége) kozott. Eotvos
ezt tette: akkora b és ¢ értékeket valasztott, amelyeknél
az Eotvos-tényezS mar elég nagy, de csak aranytalanul
sok tovabbi olomtégla beépitésével lenne jelentGsen
novelhets. Igy jutott el a b/a =1 és c/a = 2 értékek-
hez, amelyek a [9] cikkben és a 2. dbran lithatok: a =
b=30cm, c= 60 cm.

Lathatjuk tehat, hogy Eotvos a kisérlet minden (az
utolagos olvasé szamira véletlenszerlnek tiné) para-
méterét részletes elGzetes szamitisok és gondos opti-
malizalas utdn allapitotta meg.

Az Eotvos-tényez6 értéke

Mar csak egy kérdés maradt: honnan kapta Eotvos az
(D képletben szereplS szamértéket?

Nézzik meg ismét az 5. abrat! A t = 2//a paramé-
ter 0 és 1 kozott valtozhat. Szemeljik ki az interval-
lum kozepét, a t = 1/2 értéket! Ekkor az inga rudja
éppen félig tolti ki a két 6lomhasab kozti tres teret.
Szamitsuk ki a (21) képlet alapjan az Eotvos-tényezst
a t paraméter £ = 1/2 értékénél! Az alabbi csodalatos
kifejezést kapjuk:

ol el )
ol el el )
~rarce{ 5 e i oo )
%( Fo) ()

4 drth( j +4arth (Tj

+2arth[ H =13,427546.

(23)
—2arth (

—6arth(

Az 5. abran a vizszintes szaggatott (szines abran pi-
ros) vonal mutatja a ¢ = 1/2-hez tartozo6 fliggvényértéket.
A Kkifejezés most kapott egzakt értéke hiarom tizedes-
jegyre megegyezik az Eotvos altal kozolt szammal!
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Osszefoglalas

Megkaptuk tehat az Eotvos-tényezG numerikus értékét.
Es most mar vilaszolhatunk a cikk elején feltett kérdé-
seinkre is:

1. Eotvos igen nagy valoszintséggel a most ismertetett
szamolast kovetve, egy atlagos ingahosszt feltételez-
ve, a (23) formula értékét kiszamitva jutott az altala
kozolt szamhoz. Meg kell jegyezniink, hogy bar az
abrak elGallitasahoz szamitogépet és a Mathematica
szimbolikus programot haszniltuk, a cikkben sze-
replé valamennyi szamitdst hagyomanyos modon,
,kézzel”, azaz az Eotvos idejében rendelkezésre allo
eszkozokkel is elvégeztiik. Ezzel egyebek kozott azt
akartuk bizonyitani, hogy kell§ tirelemmel maga
Eotvos (vagy valamelyik munkatarsa, tanitvanya) is
megbirkézhatott a 48 taga kifejezések és szarmazé-
kaik kiértékelésének sziszifuszi feladataval. A cikk
irasa kozben felbukkant apro érdekességeket meg-
ismerve egyre inkdbb az a meggy6z&désiink, hogy
ez valdban igy is tortént.

2. Mivel az 5. dabran lathato fuggvénygorbe szerint az
Eotvos-tényezs értéke csak igen kevéssé fligg az in-
garad 2/ hosszatol, Eotvos az ,ElSleges jelentés”™-ben
nem akarta pontositani a kisérletileg hasznalt rad-
hossz értékét, ez az elért mérési pontossag mellett
nem is volt szlikséges. Ha elkésziilt volna a késGbbre
igért részletes kisérleti beszamold, abban valoszind-
leg tovabbi adatok (pl. a radhossz mellett a golyok
tomege, a hasznalt 6lomtéglak pontos strtsége stb.)
is szerepeltek volna.

3. Eotvos az altalunk feltételezett szamitasokat valo-
szinlleg még a kisérlet tervezésének fizisaban végez-
te el. Ekkor még Ggy gondolta, hogy a kisérlet (tobbi
méréséhez hasonldan) egy-két nagysiagrenddel pon-
tosabb lesz a késGbb ténylegesen megvalosultnal.
Ezért kozolt a kisérlet kiértékeléséhez hasznilando
képletben szereplS egytitthatora egy ot értékes jegyd
szamot. Csak késGbb, a mérés tényleges megvalosi-
tdsa sordn dertilt ki, hogy nem vart kortilmények (az
inga koruli légaramlis és az olomtéglik inhomogén
volta) megakadalyozzak a kivant pontossag elérését.
Ez aztin valoszintleg el is vette a kedvét a kisérlet
folytatasatol és a leiras pontositasatol.

Osszefoglalasként ismét szeretnénk tisztelegni a 175
éve sziiletett Eotvos Lorand, az egyik legnagyobb ma-
gyar fizikus emléke el6tt, akinek még egy aprd6 meg-
jegyzése és a cikkében indokolatlanul hagyott szamér-
ték mogott is ilyen sok, hosszas és aprolékos munkaval
kibanyaszhato fizikai és matematikai gondolat és érde-
kesség rejlik.

Koszonetnyilvanitas

Koszonetunket szeretnénk kifejezni Gnidig Péternek,
Groma Istvannak, Patkds Andrasnak, Sélyom Jendnek,
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Szabé Zoltinnak, Szarka Laszlonak, Toth Gyulanak,
Van Péternek és Volgyesi Lajosnak a kézirat olvasisa
utan javasolt hasznos tanacsaikért.
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