ERGODICITAS £ES TERMALIZACIO
ZART KVANTUMRENDSZEREKBEN

Boltzmann ergodikus hipotézise [1] szerint kell6en hosz-
szl id6tartam alatt tekintve egy zart dinamikai rendszer
altal a fazistér adott tartomanyaban elt6ltott id6 ardnyos
a tartomany fazistérfogataval. Mas megfogalmazasban,
hosszu id6n at tekintve az O0sszes mikroallapot egyen-
letes valészintiséggel fordul el6. Az ergodikus hipotézis
jelent6sége, hogy ebben az esetben az egyensuly sta-
tisztikus leirasat a mikrokanonikus sokasag adja. Ennek
egyik legfontosabb kovetkezménye, hogy egy nagymé-
retl kornyezettel (,hétartdly”) energiat cseréld rendszer
egyensulyi allapota termadlis, azaz statisztikus leirasat a
kanonikus sokasag adja meg; ezt nevezziikk h6mérsékleti
egyensulynak.

A fent leirt ergodikus hipotézis klasszikus hamilto-
ni dinamikai rendszerekre vonatkozik. Természetesen
vet6dik fel: mi torténik akkor, ha a mikroszkopikus di-
namikat a kvantummechanika torvényei irjak le? Kiter-
jeszthet6-e az ergodikus hipotézis a kvantumos esetre
is? Megalapozhat6-e ebben az esetben is, hogy az egyen-
sulyi allapot hdmérsékleti egyensilynak felel meg?

A klasszikus ergodikus hipotézis

Egy zart hamiltoni rendszer dinamikajat kanonikusan
konjugalt ¢; koordinatakkal és p; impulzusokkal irhatjuk
le, amelyek id6fiiggését a Hamilton-egyenletek adjak:

o on 1

qi P P (1)
ahol H az 6sszenergiat megadé Hamilton-fiiggvény, ami
egyben megmaradé mennyiség. A dinamikai rendszerek
elméletének egyik alapveté eredménye Liouville tétele,
miszerint a

dq,...dgudp, ... dpy )

kanonikus térfogatelemet a Hamilton-féle idé6fejlédés
megOrzi, ami azt jelenti, hogy ez egy természetes mér-
téket ad meg a fazistéren. Az ergodikus hipotézis szerint
ez a mérték az, amire nézve a mikroallapotok egyenl6
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valoszinliségiiek, ami azt jelenti, hogy az egyensulyban
a fizikai mennyiségek idéatlagai megkaphatdak a fazis-
térfogat szerinti atlagolassal. Az egyszerliség kedvéért
tételezziik fel, hogy az egyetlen relevans megmaradé
mennyiség a rendszer Osszenergiaja, ekkor az atlagolast
egy vékony energiahéjon kell elvégezni:

IW(E,AE)A (q,p)qu de

NdN

A=
jW(E,AE)d a4°p

’ (3)

ahol az energiahéj a
W (E,AE)={(q,p): E-AE<H(q,p)<E+AE} (4)

altal megadott fazistérbeli tartomany.

Az ergodicitas fontos feltétele, hogy a rendszer Liou-
ville-értelemben nem integralhaté' legyen. Tovabba az
itt targyalt fizikai alkalmazasokban csak az Gn. termodi-
namikai hataresetben van ra sziikség, amikor a szabad-
sagi fokok N szama végtelennek tekinthetd.

A Kklasszikus megkozelitésben az ergodicitas az ezen
feltételek mellett fellépé dinamikai kdosz kovetkezmé-
nye.> Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy a fenti
érvelések nagymértékben heurisztikusak. A kérdéskor
precizebb targyalasa azonban nagyon messzire vezetne,
igy ettdl itt eltekintiink. Annyit érdemes megjegyezni,
hogy a (3) feltevésben egy kritikus kérdés, hogy milyen
A fizikai mennyiségekre vonatkoztatjuk. Ez a kérdés a
kvantumrendszerek esetén is el6keril, amint az alibbi-
akban latni fogjuk.

Zart kvantumrendszerek dinamikaja

Amennyiben a fenti megfontolasokat kvantumrendsze-
rekre probaljuk altalanositani, komoly problémak me-
rillnek fel. A klasszikus ergodicitashoz ugyanis sziiksé-
ges volt a dinamikai kdosz, ami nemlinearis dinamikai
rendszerekben 1ép fel. A kvantumrendszerek idéfejlédé-
sét leir6 Schrodinger-egyenlet azonban linedris, vagyis a
kvantumallapot (hullimfiiggvény) szintjén nem beszél-
hetiink kaotikus viselkedésrol.

' A rendszer akkor Liouville-integralhat6, ha létezik pontosan N da-
rab, egymassal involicioban allé (Poisson-kommutal6) I; megmarado
mennyiség. Ekkor 4t lehet térni olyan kanonikus koordinatakra (ha-
tas-szog valtozok), amikben a dinamika egymastdl fiiggetlen kvazi-
periodikus egydimenzidés mozgasokra esik szét. Ebben az esetben a
trajektéridk nem jarjak be a 2N - 1 dimenzids energiahéjat, hanem az
I, ..., Iy megmaradé mennyiségek altal meghatirozott N-dimenzids
téruszokon maradnak; ez okozza a (3) ergodikus hipotézis sériilését.

2 A Boltzmann-féle H-tétel levezetésében a dinamikai kdoszt az Gin. mo-
lekularis kdosz (Stofizahlansatz) feltevése helyettesiti.
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A tovabblépéshez érdemes a kérdést dinamikailag
vizsgalni. Ehhez érdemes bevezetni a kvantumkvencs
protokollt, ami egyfeldl kibillenti a rendszert az egyen-
sulybdl [2], masfel6] pedig rutinszerien megvaldsithato
pl. csapdazott ultrahideg atomokkal, tehat kisérletileg is
jol vizsgalhato.

A legegyszer(ibb esetben a rendszert a H, Hamilton
operator alapallapotaban preparaljuk:

I:I0|‘//o>:E0|V/0>- (5)

Ezutdn a kezdeti (¢ = 0) id6pillanatban a rendszer
valamilyen paraméterét hirtelen megvaltoztatjuk, és a
rendszer az (j H=H,+W Hamilton-operatorral fejlg-
dik tovabb, amit a kvantumelmélet szerint a kovetkezdo
allapot ir le:

ly(t))=e" |w)- (6)

Az id6fejlodés tovabbi vizsgalatihoz fejtsiik ki a ki-

indul6 dllapotot a H Hamilton operator E, energidju |n)
sajatallapotainak bazisan:

Iwo>=;c”

n>,és

n), (7)

ahol ﬁ|n> =E,

2

=1. (8)

2

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban az alapélla-
pot energiajat vessziik referenciapontnak, azaz E, = 0.
Az allapot id6fejlédése a kovetkez6képpen adodik:

()= 2™ |n) ©)

Egy operatorral leirt fizikai mennyiség varhaté
értékének id6beli valtozasat a

()] Al (1))= mZanC;e"'(E”'E“)t (m|AJn)

formulaval szamithatjuk ki. Amennyiben az id6fejlédés
egyensulyi helyzethez vezet, akkor az egyensulyi érték
megegyezik az id6atlaggal, amibdl kiesnek az oszcilldlo
tagok. Kovetkezésképpen az egyenstulyban a mennyiség
varhat6 értéke a kovetkezd alakot olti:?

(Au)=Xlc. (n]Aln).

n

C.

(10)

C,

an
Ebben az allapotban az energia varhat6 értékére

E=(A) =Yc.[ E.. (12)

n

2

mig a variancidra

ap= () -{a);

N (13)
=>

o

2
ZEr%_(ZCn ZEn]

adodik.

3Itt az egyszeriiség kedvéért feltételeztiik, hogy az energiaszintek nem
degeneraltak, azaz E, # E,,, han = m.

A Kklasszikus eset mintdjara azt varjuk, hogy az
egyensulyban a varhat6 értékeket a mikrokanonikus so-
kasag adja meg. A fenti formula azonban nemcsak nem
egyezik ezzel, hanem az egyensulyi atlag fligg a kiindul6
allapot C, atfedéseitdl is az |n) energia-sajatallapotokkal
- szemben a klasszikus eredménnyel, ami csak a mik-
rokanonikus eloszlashoz tartozé energiahéj E energia-
janak a fliggvénye.

Tételezziik fel tovabba, hogy a Hamilton-operator

’ megvaltozasa olyan tagok Osszege, amelyek mind-
egyike lokalizalt kolcsonhatast ir le, azaz minden egyes
tagja legfeljebb d-test kolcsonhatasnak felel meg, ahol d
egy természetes szam (pl. kéttest kolcsonhatasok esetén
d = 2); ez a fizikai rendszerek esetében tipikus esetnek
szamit. Konkrét példaként tekinthetiink racson ugralo,
kemény torzsli (angolul ,hard-core”) bozonokat, ame-
lyekre a Hamilton-operator
I:Ihcb =—]Z(b: ;i + ]f-bi)-i-Uz}fliﬁj, (14)
L] L]
ahol az els6 tag az ugralast (,hopping”) irja le, (i, ) a
szomszédos racshelyekre vett 6sszegzést jelzi, a bozon-
operatorok pedig két eltérd racsponton felcserélnek

i#j: b, |=[ 6.6 |=[ 6.6, ] =0.

A hard-core tulajdonsag miatt egy racsponton két
bozon egyszerre nem lehet, azaz

(6) o= (&)

A misodik tagban 7, =l;,-fl;,- a bozonok szdma az i
racsponton, és az U > 0 a szomszédos raicsponton 1évG bo-
zonok kozotti taszitast irja le. Feltehetjiik, hogy mind a
kiindulé H,, mind pedig az id6fejlédést leird H Hamil-
ton-operator (14) alakd. Altalainosabban azt tessziik fel,
hogy ezek a (14)-hez hasonldan olyan tagok dsszegeként
allnak el8, amelyek kiilon-kiilon csak kevés (pl. szomszé-
dos) szabadsagi fokok kozti kolcsonhatast tartalmaznak.

Ekkor bebizonyithaté [3], hogy mind az energia
varhat6 értéke, mind pedig a variancidgjanak négyzete a
rendszer méretével extenziven skdlazik

E~N é AF2~N,

(15)

(16)

(17)

ahol N a rendszert alkot6 szabadsagi fokok szama. En-
nek kovetkeztében az energia relativ fluktuacidira igaz
a klasszikus statisztikus mechanikaboél ismert

(18)

Osszefliggés; ami a termodinamikai hataresetben zérus-
hoz tart. Ez azt jelenti, hogy a C, egyiitthatok olyan al-
lapotokra koncentralédnak, amelyek energija az atla-
gos E koriili relative keskeny, tipikusan* AE szélességii

* A ,tipikusan” kifejezés itt azt jelenti, hogy a AE szélességii savon kiviil
a C, atfedések exponencialisan gyorsan csokkennek. Ezért az sszegzés
megszorithatd egy AE-vel dsszemérhetd szélességii savra, és az ezzel
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energiasavba esik. Ezen az intervallumon felirhaté a mik-
rokanonikus atlag megfelelGje:
(nlA]n),

<A>mc - N(EI,AE) n:‘En—ZE‘SAE (19)

ahol N(E,AE) az [E—-AE,E+AE] intervallumba esé
E, energiaszintek szama. Ugyanakkor a (11) egyensulyi
atlag felirhato

G (nlA]n)

(20)
n|E,—E|[<AE

alakban, ahol az 6sszegzést megszoritottuk a fent jelzett
energiasivban 1évé |n) sajatillapotokra, hiszen a C, at-
fedések is ide koncentralédnak. Ha feltételezziik, hogy
a megfigyelhet6 mennyiség varhaté értéke az energia-
sajatallapotokban csak az energia-sajatérték sima fiigg-
vénye:

(o= £1(E.), @
akkor egyfeldl a sav keskeny volta miatt
(4) ~£.(B) (22)
masfeldl pedig (7)-et felhasznalva
(4), ~AEZC =AE). @
azaz '
A1) ~(A 24
<A>eq <A>mc ’ ( )

Ez az egyenl6ség annal pontosabban teljesiil, minél
kisebb az energiasav relativ szélessége, azaz a termodina-
mikai hataresetben (N — o) egzakt lesz.

A sajatallapot-termalizaciés hipotézis (STH)

A (20) alatt megfogalmazott feltevés, ami szerint az ener-
gia-sajatallapotokban az A megfigyelheté mennyiség
varhat6 értéke az energiasliriség sima fiiggvénye:
()= £.(£.), 0s)
sajatdllapot-termalizdcids hipotézis (STH)® néven ismert
[4, 5], ami nem mds, mint a (3) alatt felirt ergodikus
hipotézis kvantumos megfelel6je. Fontos észrevenni,
hogy ez a hipotézis nem teljesiilhet tetszSleges allapot-
ban, sem pedig tetszGleges A mennyiségre.
Az allapot tekintetében olyan sajatallapotokrdl van
sz06, amiknek a gerjesztési energidja extenziv, azaz (17)-
nek megfelel6en

E,~N (26)

okozott hiba az N — oo termodinamikai hatiresetben exponencidli-
san gyorsan eltlinik. Az egyszerliség kedvéért ezt ugy jelezziik, hogy
az sszegzést megszoritjuk az [E — AE, E + AE] intervallumra; ez az
egyszertsités a lényeget nem érinti.

5 A kifejezés angol megfelel6je Eigenstate Thermalisation Hypothesis,
roviditése ETH.
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Az A operétor sem lehet tetszdleges. Ha példdul egy
energia-sajatallapotra vetit6 b, =|m><m| projektort ve-

SZﬁIlk, akkor
1 —
> { n=m

, (27)
0 n#m

(n|B,
ami nagyot ugrik két egymashoz nagyon kozeli energiaju
sajatallapot kozott is. Egy jo valasztas olyan A operéto-
rokra koncentralni, mint pl. a kemény torzsti bozonok
esetében az 7, helyi betdltési szam, ami egy kevés sza-
badsag foktdl fiiggd (lokdlis) operator, vagy mint a (14)
Hamilton-operator, ami ilyenek Osszegeként all eld.
Ilyen esetekben numerikus vizsgalatokkal azt talaltak,
hogy az STH teljesiil [3], és emellett sok rendszer esetén
erds elméleti érvek is felhozhatok.

A sajatallapot-termalizdcids hipotézis altalanos ér-
vényl igazolasa (a klasszikus ergodicitashoz hasonl6éan)
nem egyszer(l feladat. Egyfel6l alatdmaszthat6 direkt
numerikus vizsgalatokkal [3], ez azonban csak relative
kis rendszerekre végezhet6 el, mert a relevans matrixok
mérete a szabadsagi fokok N szamaval exponenciali-
san n6. Egy masik lehet6ség véletlenmatrix-mddsze-
rek hasznalata [4], amik segitségével az altalanos (nem
integralhat6) Hamilton-operator matematikailag mo-
dellezhetd; ez azonban figyelmen kiviil hagyja, hogy
a (14)-hez hasonld matrixok nem trivialis (pl. lokalis)
strukturaval rendelkeznek. A vizsgalatok soran az is
kideriilt, hogy az STH kib6vitendé a nem diagonalis
<n|A|m> matrixelemekre tett feltevéssel [5], mivel ez
garantalja, hogy a rendszer az idé6fejl6dése sordan az
egyensulyhoz tart.

Ajelzett nehézségek ellenére mara komoly bizonyiték
gytlt 0ssze arra vonatkozoélag, hogy az STH a kvantum-
rendszerek termalizacidjanak feltétele, azaz az STH az
ergodikus hipotézis helyes altalanositasa kvantumrend-
szerekre [6].

Az STH folyoményai

Az STH szamos érdekes kovetkeztetésre vezet. Az elsé
érdekesség, hogy nem mindegy, milyen A megfigyelhe-
t6 mennyiséget tekintlink. Amint ezt fentebb jeleztiik, az
STH természetes médon miikodik olyan mennyiségek-
re, amik kevéstesttagok Osszegei. A termodinamikidban
hasznalt dllapotjelz6k, mint pl. a belsé energia, vagy a
részecskeszam pont ilyenek. Ez Osszecseng Khinchin®
megkozelitésével, amit a klasszikus rendszerek ergodici-
tasara dolgozott ki [7].

A masik érdekesség, hogy mivel az A mennyiségek
kevés szabadsagi fokbol all6 részrendszertdl fiiggnek
csak, a rendszer tobbi szabadsagi foka héfiird6ként je-
lenik meg, vagyis a mikrokanonikus sokasag egybeesik
a kanonikus sokasaggal. Az ehhez tartoz6 egyensulyi

¢ A. Ya. Khinchin (1894-1959) szovjet matematikus, az A. N. Kolmo-
gorov (1903-1987) altal alapitott szovjet valdszinliségelméleti iskola
neves képviseldje.
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hémérséklet konnyen kiszamithaté: az energiameg-
maradds miatt a Hamilton-operator kezd6 édllapotban
vett és egyensulyi varhatd értéke ugyanaz, ahonnan a
kovetkez6 egyenletet kapjuk:’

A Enefﬁn/T
<%|H|%>=zz"e—w,

(28)
ami egy egyenletet ad az egyenstlyi 7 h6mérsékletre.

A harmadik érdekesség, hogy az energiahéjon vett
(19) mikrokanonikus atlag megegyezik az egyes sajat-
allapotokban vett (25) atlaggal, azaz minden egyes
olyan sajatallapot, aminek a gerjesztési energiaja (26)-
nak megfelel6en extenziv, maga is hémérsékleti egyen-
sulynak felel meg, amennyiben méréseink a fentebb
targyalt megfigyelhet6 mennyiségek osztalyan beliil
maradnak. Az id6fejlédés soran tulajdonképpen any-
nyi torténik, hogy a nem diagonalis tagok fazisai vé-
letlenszerien forogva kiatlagolédnak, és a kapott (11)
diagonalis sokasag azért ekvivalens a hoémérsékleti
egyensullyal, mert minden egyes tagja mar eleve kii-
16n-kiilon annak felel meg.

Az STH sériilése

A fentiekben lattuk, hogy az STH a kvantumrendszerek
termalizacidjanak elégséges feltétele. Az irodalomban
ugyan javasoltak alternativdkat, azonban eddig minden
jel arra mutat, hogy az STH egyben a termalizaci6 sziik-
séges feltétele is [8].

Ugyanakkor az STH nem minden rendszerre igaz; a
bevezetésekor lattuk, hogy bizonyos feltevésekkel kel-
lett élniink a Hamilton-operatorra, és a relevans meny-
nyiségek osztalyara is, tovabb4, hogy az STH még ezen
feltételek mellett sem igazolt mint matematikai tétel.
To6bb olyan mechanizmus is felmeriilt, amelyek az STH
sériiléséhez, és ezzel a termalizacié megakadalyozasahoz
vezetnek. Az egyik ilyen mechanizmus az integralhaté-
sag, amikor a klasszikus Liouville-integralhatdsag altala-
nositasa torténik meg kvantumos soktest-rendszerekre;?
ebben az esetben a rendszer ugyan relaxal, de az STH
nem teljesiil, és igy az egyensulyi allapot nem termikus
[10]. Egy masik mechanizmus a rendezetlenségbdl ered,
ez a soktest-lokalizacid, ami az Anderson-lokalizaci6 ki-
terjesztése kolcsonhato soktest-rendszerekre [11].

Az integralhatésig, valamint a rendezetlenség a
klasszikus rendszerekbdl is ismert, ergodicitast sérté
mechanizmusok. Egy masik érdekes mechanizmus az
un. kvantumsebhelyek [12] 1étezése, aminek a klasszikus
megfelel6i az instabil periodikus palyak. A kvantum-
rendszerekben azonban gjfajta, az STH-t sért6 mecha-
nizmusok is felmeriiltek. Ilyen pl. a bezar6 kolcsonha-
tasok hatésa [13], amirdl az érdekl6dé olvasd a Fizikai

71tt a hémérséklet skaldjat tgy valasztottuk meg, hogy a Boltzmann-al-
landoé értéke 1 legyen.

8 Megjegyezziik, hogy az integralhatdsag preciz definiciéja kvantumos
esetben egyaltalan nem egyszerd feladat, 1d. [9].

Szemle korabbi szamaban olvashat [14], valamint a Hil-
bert-tér fragmentacidja [15].

Osszefoglalis

A kozelmult kutatdsai nyoman megerdsitést nyert, hogy
a Boltzmann-féle ergodikus hipotézis altalanositisa
kvantumrendszerekre a sajatallapot-termalizacids hipo-
tézis. A klasszikus esethez képest ennek szamos Gjszeri
vonasa van; az egyik, hogy maguk az egyedi sajatallapo-
tok is termikusak. Egy masik tjszer( aspektus a meg-
figyelhet6 mennyiségek osztalyanak hangsilyos szerepe
is. Végiil pedig a kvantumrendszerekben az ergodicitas
sértésének 1j, a klasszikus statisztikus fizikiban nem is-
mert mechanizmusai meriiltek fel.

Ebben a cikkben elsGsorban az egyensulyi allapottal
foglalkoztunk, {6 kérdésként azt vizsgalva, hogy mi biz-
tositja az egyensuly termikus jellegét. Azzal a kérdéssel
kapcsolatban, hogy milyen értelemben és hogyan kertil-
nek egyensulyba a sok szabadsagi fokd kvantumrend-
szerek, a jelen szambol Kormos Mdrton cikkét ajanljuk az
érdekl6dé olvasé figyelmébe.
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