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Bevezetés
Az igényes, tudományos gondolkodás megalapozását 
már a középiskolai oktatás során el kell kezdeni. Ennek 
egyik megkerülhetetlen pontja azon problémák elemzé-
se, melyeknek a mai napig nem létezik egzakt analitikus 
megoldása. Ezeket a kérdéseket mintha egy kis titok len-
gené körül, így izgalmasabbak a diákok számára is, akik 
igénylik, hogy megismertessük őket olyan módszerekkel, 
melyeket segítségül hívhatnak egy-egy megoldásban. Bi-
zonyos természeti jelenségek megismerése során gyak-
ran találjuk magunkat olyan helyzetben, amikor a zárt 
alakú megoldás helyett közelítő módszereket kell alkal-
maznunk. Ebben a cikkben egy ilyen esetet dolgozunk 
fel középiskolai fizikaóra keretein belül. A megvalósítás 
során figyelembe vesszük, hogy szükség lesz a gravitáció
ról szóló általános ismeretekre, tehát olyan korosztály-
nak, évfolyamnak ajánljuk, ahol a gravitáció témakört 
a standard fizikaóra keretein belül már átvették. Mi ti-
zenegyedikeseket vontunk be, és szakköri foglalkozás 
formájában, heti 1 × 45 percet foglalkoztunk a témával. 
A téma feldolgozását mindenképpen kiscsoportos (3-4 
fő csoportonként) munkaként javasoljuk, semmiképpen 
sem teljes létszámú osztályban. Valamint javasolt, hogy 
a  csoport tagjai között legyen olyan diák, aki jártas a 
Python-programozás alapjaiban.

Diákjaimmal a síkbeli háromtest-problémát jártuk 
körbe [1]. Ez az égi mechanikának egy klasszikus esete, 
mely közel három évszázada foglalkoztatja a kutatókat. 
Ismeretes, hogy néhány speciális geometriai elrende-
zést kivéve a problémának nincs zárt alakú megoldása, 
de különböző mértékű közelítésekkel, sorfejtés alakjá-

ban megtalálhatjuk a számunkra megfelelő pontosságú 
leírását. Ez a fajta analitikus közelítés azonban igen szá-
mításigényes, és a végtelen sorok nem is mindig konver-
gensek. A számítástechnika megjelenésével egyidejűleg 
a numerikus módszerek is egyre finomodtak. Elfogadott 
eljárássá vált a numerikus integrálás olyan differenciál
egyenletek megoldása során, ahol az analitikus tárgyalás 
nem vezet eredményre. Ezzel a ténnyel megismertetni 
a  diákokat azért is tanulságos, mert ezen technikák al
kalmazása során ráeszmélnek arra, hogy a numerikus 
módszerek sok esetben az egyetlen használható eljárást 
adják a probléma megoldására. Hangsúlyozni szeret-
nénk, hogy nem differenciálegyenleteket és azok meg-
oldását szeretnénk fizikaórán tanítani, hanem a nume-
rikus módszerek alapjainak megismertetésével a diákok 
kritikus gondolkodását kívánjuk erősíteni. Továbbá a 
tudományos élet nyitott kérdéseinek szemléltetésével és 
az azok megoldására használt módszerek elemi változa-
tával próbáljuk felkészíteni őket a tudományos jellegű 
problémamegoldásra. A továbbiakban bemutatott mód-
szerek jó alkalmat teremtenek a számítástechnika tárgy 
bizonyos témaköreinek színesítésére és tehetséggondozó 
feladatok kidolgozására is.

A numerikus módszerek alapjainak középiskolában 
való tanítására több példát találhatunk az elmúlt években. 
Szakdolgozati feldolgozásokon kívül Jaloveczki tanár úr 
volt az első, aki az Excel-munkalapokon alapuló  mód-
szer alkalmazhatóságát mutatta be [2]. Illetve 2021-ben 
elkészült egy szabadon használható e-learning anyag [3], 
mely kész Excel-munkalapok bemutatásával vezet végig 
az ejtőernyős mozgásától kezdve a rezgéseken keresztül 
a Föld keringéséig (s eljut egy kaotikus példáig is). A je-
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Tanítása Doktori iskola PhD-hallgatója, 
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és megmutassa szerzett tudásuk gyakorlati 
hasznát.
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len cikk újszerűsége a fő témaválasztáson kívül, hogy az 
Excel-módszer mellett bemutatja az érdeklődő közép
iskolások között egyre népszerűbb Python használatát is.

Egy ismert példa numerikus megoldása: 
súrlódásmentes lejtőn csúszó test

Mielőtt ismertetnénk az exobolygó-rendszerek sajátos
ságait, illetve dinamikai leírását, didaktikai szempontból 
a numerikus módszer bevezetését egy, a tanulók által 
jól ismert mechanikai feladaton – a lejtőn lecsúszó test 
esetén – keresztül szemléltetjük, melynek során képet 
kaphatnak az eljárás alkalmazhatóságának határairól és 
a módszer lényegéről. Mindezt azért tesszük, hogy a diá
kok maguk is belássák, hogy a számítógépes megoldás 
tényleg konzisztens az analitikusssal, továbbá, hogy át-
érezzék a módszer pontossága bizonyos határokig sza-
bályozható és jól alkalmazható. Az egyszerűség kedvé-
ért tekintsünk el a súrlódástól és a közegellenállástól! 
Célunk az ismert analitikus megoldás összehasonlítása a 
numerikusan számolt eredményekkel.

A feladat tehát a lejtőn mozgó test helyzetének és se-
bességének meghatározása a lejtővel párhuzamos irány-
ban, ha a súrlódástól és a közegellenállástól eltekintünk. 
A 1. ábrán vázolt kép alapján kezdősebesség nélkül, egy 
adott helyről elengedjük a testet. Ekkor a lejtőn megtett 
út (s) és a pillanatnyi sebesség (v) a középiskolából jól 
ismert módon a következőképpen adható meg:
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Most nézzük meg az egyik legalapvetőbb numerikus 
eljárás, az Euler-módszer felépítését, melynek segítségé-
vel mozgásegyenletek megoldása általánosan tanulmá-
nyozható, például a Microsoft Excel program segítsé
gével.

Az Euler-módszerrel a lejtőn lecsúszó test mozgását 
diszkrét időpontokban közelíthetjük úgy, hogy a test 
kezdeti helyzete, kezdősebessége és a rá ható erő (gyor-
sulás) ismert. Az eljárás során a mozgást olyan függvé-
nyekkel írjuk le, amelyeknek az időtől függő értékei a 
test helyzetét és sebességét adják meg. Ezekkel az érté-
kekkel egy Excel-táblázatban [3, 4] a program beépített 

függvényei segítségével könnyedén tudunk dolgozni. 
Mivel a táblázatkezelés órai tananyag, ez sok diák szá-
mára sokkal barátságosabb környezet, mint valamely 
programozási nyelv használata. A folyamat, illetve a 
lépéseinek megértése szempontjából pedig ugyanúgy 
célravezető. Az algoritmikus gondolkodást, a probléma 
mélyreható átlátását az Excel használata is kiválóan ki
elégíti, teljesíti.

Az Euler-módszer
A numerikus eljárás során a gondolatmenetünk a követ-
kező. Ha ismert a test gyorsulása egy adott pillanatban, 
akkor könnyen kiszámolható a test sebességének meg-
változása kis Δt idő múlva. Ez a következőképpen adható 
meg:
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mely átrendezve

		 an  Δt = vn + 1 – vn ,	

ahol vn az n-edik lépés eleji, vn + 1 a lépés végi sebesség, és 
az időt a Δt időegység többszöröseiben mérjük. Minket 
a későbbi sebesség érdekel, ezért tovább alakítva az ös�-
szefüggést a következőt kapjuk:

		 vn + 1 = vn + an  Δt .	 (2)

Itt jegyezzük meg, hogy a fenti képletekben alkalmaz-
tuk a numerikus eljárások során bevett jelölést a diszkrét 
időlépések szemléltetésére, miszerint a mozgás során 
számított két tetszőleges egymást követő függvényérték 
– az n-edik és az (n+1)-edik – között mindig Δt idő telik 
el. Fontos még megjegyezni, hogy a (2) képletben azzal 
a feltételezéssel élünk, hogy Δt megfelelően kis megvá-
lasztása esetén a sebességváltozás lineáris. Tehát az an 
gyorsulás a sebesség adott pontbéli iránytangense. Ezt 
az eljárást nevezzük Euler-módszernek.

Amennyiben a mozgó test pillanatnyi pozíciójára va-
gyunk kíváncsiak, a (2) képlethez hasonló összefüggést 
alkalmazhatjuk a kitérés és a sebesség között:

		 sn+1 = sn + vn Δt ,	 (3)

ahol most vn a (2) képletben meghatározott sebesség. 
Így tehát a testre ható gyorsulás ismeretében (2) és (3) 
egymás utáni alkalmazásával tetszőleges időpontra 
megkaphatjuk a sebesség és pozíció értékeit. Mindezt a 
kinematika egyenes vonalú egyenletesen gyorsuló moz-
gásra megismert összefüggéseivel. Az Excel előnye itt 
mutatkozik meg, hiszen a fenti képletek ismeretében az 
egyes oszlopokban szereplő cellák megfelelő másolásával 
rekurzívan, egymásból következően, hamar megkapható 
az eredmény, és kirajzolható a megoldás.

A lépésköz megválasztása tanulságos feladat lehet a 
diákok számára, hiszen egyértelműen megmutatható, 
hogy minél kisebb Δt, annál jobban közelítjük az ana-
litikus, általuk is jól ismert megoldást. Az internetről 

1. ábra. A lejtőn mozgó test gyorsulásának komponensei. A feladat meg-
oldása során a lejtőirányú összetevőkre vagyunk kíváncsiak
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letölthető táblázatunkban [4] a 
gyorsuló mozgásra vonatkozó ös�-
szefüggésből (1) meghatározható a 
lejtő mentén megtett s(t) távolság 
(E oszlop), illetve az Euler-mód-
szerrel közelített sn távolság (G 
oszlop). Ha e kettő különbségét az 
idő függvényében ábrázoljuk, a 2. 
ábrán látható egyeneseket kapjuk. 
Az útkülönbséget egyre rövidebb 
Δt lépésközökre kiszámolva (a 
táblázat különböző fülei) a mere-
dekség csökken, azaz egyre kisebb 
az analitikus megoldástól való 
eltérés. Megjegyzendő azonban, 
hogy az iterációk számával a hiba 
egyenes arányban nő!

Ezzel a numerikus „kísérlettel” 
demonstrálhatjuk a diákok számá-
ra, hogy a számítógépes modellek 
bizonyos pontossággal visszaadják 
a fizikát, és hogy a pontosságot 
magunk is befolyásolhatjuk. A 
lejtőre helyezett test tetszés sze-
rint lecserélhető más mechanikai rendszerre (inga, sza-
badesés, Kepler-mozgás stb.), melyre az ismert megoldás 
és adott esetben megmaradási tételek jól összehasonlít-
hatók az Euler-módszerrel kapott eredményekkel. A [3] 
honlap minden igényt kielégítően tárgyalja a témakört 
haladó szintre emelve az ismereteket.

A bevezetésben említett gravitációs háromtest-prob-
léma esetében azonban nem tudunk analitikus megol-
dás felírni, csak a közelítő módszerek állnak rendelke-
zésünkre a feladat megoldásához. Így egy ilyen feladat 
megoldása során pusztán a numerikus eredményekre 
támaszkodhatunk, és azok alapján értelmezhetjük az 
eredményeket.  Az, hogy ilyen esetben milyen fizikai 
mennyiség vizsgálata célravezető, és ennek változása mit 
eredményez a dinamikában, a következő fejezet témája.

Egy középiskolában kevésbé ismert 
példa numerikus megoldása: gravitációs 
háromtest-probléma
Eddigi tapasztalataink azt mutatják, hogy a diákok ér-
deklődése sokkal inkább felkelthető, ha a tudomány je-
lenlegi frontvonalából származó kérdésekre keressük a 
választ, mert ezekben az esetekben eltávolodhatunk a 
fizikai alapfeladatoktól, és izgalmas, „megoldás nélküli” 
problémákon tesztelhetik a már ismert fizikai fogalma-
kat. Egy ilyen fogalom az energiamegmaradás, melynek 
kombinálása modern dinamikai problémákkal ihlette a 
következő vizsgálatokat.

Az elmúlt évtizedekben több exobolygó-rendszert 
fedeztek fel, amelyek jelentősen különböznek a Naprend-
szerünktől. Nemcsak a bolygók tömege, egymástól való 
távolságuk vagy pályájuk excentricitása, hanem a térbeli 

elrendezésük is nagyon különbözhet az általunk megszo-
kott képtől. A több mint ötezer jelenleg ismert exobolygó 
közül jó néhány többes csillagrendszer körül alakult ki, 
ezek dinamikája rendkívül érdekes kutatási terület [5, 6]. 
Az ilyen exobolygó-rendszerek tanulmányozása segíthet 
megérteni a bolygók kialakulásának és fejlődésének fo-
lyamatát más csillagok körül.

Kettőscsillagok körül háromféle bolygóelrendeződést 
különböztetünk meg. A 3. ábrán látható, hogy ha a boly-
gó csak az egyik csillag körül kering, akkor S-típusról, ha 
a két csillag tömegközéppontja körül, akkor P-típusról 
beszélünk. Ezenkívül előfordulhat olyan eset is, amikor 
a bolygó keringése során csillagot „vált”, ezek a C-típusú 
rendszerek (ez nincs jelölve az ábrán). Az órai feladat so-
rán egy S-típusú rendszert vizsgáltunk.

2. ábra. A lejtőn lecsúszó test analitikus és numerikus útkülönbsége más-más Δt időlépésekre. A ki-
sebb meredekségű egyenesek a nagyobb numerikus felbontáshoz tartoznak, és jobban közelítik az 
(1)-ből számítható s(t) függvényt

3. ábra. Kettőscsillag körül keringő bolygó különböző elrendeződésben 
(szürkével a csillagokat, a kék színnel pedig a körülöttük keringő boly-
gót jelöltük). A P a „planet”, az S jelölés pedig a „szatellit” típusú kerin-
gésre vonatkozik
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Konkrétabban megfogalmazva, feladatul tűztük ki, 
hogy meghatározzuk három tömegpont mozgását, me-
lyek között csak a Newton-féle gravitációs kölcsönhatás 
hat. A háromtest-probléma alapján a következő elrende-
ződést vizsgáltuk: a három tömegpont (a mi esetünkben 
egy-egy naptömegű csillag és egy földtömegű bolygó) 
egy síkban kering a közös tömegközéppontjuk körül. 
Érdemes megjegyezni, hogy a harmadik test kicsi (de 
nem elhanyagolható) tömegének következtében a gra-
vitációs hatása nem számottevő, így a kettőscsillag Kep-
ler-pályán látszik mozogni. A numerikus kódban a teljes 
Newton-féle gravitációs erőtörvény szerepel, mely min-
den testet figyelembe vesz.

A numerikus eljárás és a program 
működési elve
Szakítva az eddigiekkel, a kettőscsillag körül keringő 
bolygó síkbeli mozgását egy Python programozási nyel-
ven írt rövid program segítségével szemléltethetjük [7]. 
Természetesen az eddig bemutatott Excel-verzió kibőví
tése is alkalmas a probléma tárgyalására, azonban az ol-
vasó némi kényelmetlenségbe ütközhet, ha hosszú idejű 
vizsgálatra kíváncsi. Ebben az esetben ugyanis az Ex-
cel-táblázat sorainak száma kezelhetetlenül nagy lesz. 

A háromtest-probléma esetén is hasonló gondolatme-
netre támaszkodunk, mint a lejtős feladat esetén. Annyi 
lesz a különbség, hogy gyorsulás helyett erővel, sebesség 
helyett lendülettel számolunk. Nézzük meg részletesen 
az Euler-módszert ebben az esetben is.

Feltesszük, hogy minden időpillanatban ismerjük a 
testek között ható erőt. Így a kezdőfeltételek (hely, se-
besség) és paraméterek (tömeg) megadása után a prog-
rammal minden ciklusban, azaz minden egyes diszkrét 
időlépésben, hasonlóan az Excel-táblázat soraihoz, ki-
számoltatjuk az egyes testekre ható erőket. Esetünkben 
az pusztán a kölcsönös gravitációs erő, mely általánosan 
adott időpillanatban

		 2 2
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ahol Fi,n az i-edik testre ható erő, γ a Newton-féle gravi-
tációs állandó, m a testek tömege, R pedig a köztük lévő 
távolság. Az alsó indexben lévő n az n-edik iterációs lé-
pésre utal – hasonlóan a módszer bevezetésénél tárgyalt 
jelöléshez.

Az impulzus időegység alatti megváltozásából kapjuk 
az Euler-módszer első összefüggését (itt elhagytuk az 
égitestek indexét (i), mert mindegyikre formailag azonos 
kifejezés érvényes) két egymást követő időpillanatra:
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Ezt (2)-höz hasonlóan átrendezve a lendületre kap-
juk, hogy 

		 pn+1 = pn + Fn·Δt ,	

ahol pn+1 az új, pn pedig az előző ciklusban számolt (Δt 
idővel korábbi) impulzus. Ebből meghatározhatjuk az új 
helyvektort a következő módon:

		 1  =  + n
n n t .

m+ ∆
p

R R 	

Hasonlóan itt is Rn+1 az új, Rn pedig a régi helyvektor. 
Ez utóbbi két összefüggés az impulzusnak és a helyvek-
tornak egy olyan alakja, mely a számítógépes ciklusok-
hoz és automatizáláshoz könnyen alkalmazható. A példa 
kedvéért kiemeljük a harmadik testre (bolygóra) érvé-
nyes egyenleteket az Euler-módszer formalizmusában:
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		 P3 = P3 + F3 d t ,	
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Ezek a forráskódban a következő formát öltik:

F3 = (G*M3*M1)/(mag(R3 – R1))**2*R31 + (G*M2*M3)/
(mag(R3 – R2))**2*R32
P3 = P3 + F3*dt
R3 = O3.pos = R3 + (P3/M3)*dt

4. ábra. Szemléletes bemutatása annak, hogy egy ismert bolygópálya esetén (szürke ellipszis) a numerikus közelítésnél men�-
nyire fontos a Δt lépésköz megfelelő választása. A teli kör a bolygó kezdeti helyét jelöli, az üres körök pedig az egyes Δt lépések 
eredményéhez tartozó pozíciókat. Az A, B és C esetekben a lépésköz egyre kisebb. Vegyük figyelembe, hogy az Euler-módszert 
alkalmazva a bolygó a zöld szakaszok mentén mozog, és ezzel a közelítéssel a numerikus eredmény letér az analitikus pályáról. 
A tanulság úgy fogalmazható meg, hogy minél kisebb a lépésköz, annál jobban közelítjük a valódi megoldást. Megjegyezzük to-
vábbá, hogy a szürke ellipszisek mindhárom esetben ugyanazok, az A eset ellipszise csak az ábrázolás miatt látszik lapultabbnak
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Itt R31 = –norm(R3 – R1) az „1-es” csillag és a bolygó 
között lévő egységvektort jelöli, melyről tudjuk, hogy a 
tömegközéppontból a bolygóhoz mutató R3 helyvektor 
és a csillaghoz mutató R1 helyvektor különbségéből adó-
dik. A mag() függvény pedig az argumentumában lévő 
vektor abszolút értékét (nagyságát) képezi. Az impulzus 
kiszámolásánál a program figyelembe veszi, hogy az elő-
ző sorban már meghatároztuk az F3 erőt, így azt meg-
szorozva Δt lépésközzel hozzáadjuk az előző ciklusban 
számolt P3 impulzushoz. Ezen új impulzus ismeretében 
kapjuk a helyvektor (R3) frissített változatát.

Az eljárás fontos része a Δt lépésköz (a programkód-
ban dt), melynek változtatása kiváló feladat a diákoknak, 
hiszen maguk tapasztalják meg, hogy minél kisebb idő
lépést választanak két pozíció meghatározása között, an-
nál jobb felbontást kapnak, hiszen ebben az esetben sok-
kal több pont áll rendelkezésre, mely végül kirajzolja a 
pályát (4. ábra, szürke ellipszis). Hátránya viszont, hogy 
a program futási ideje érezhetően megnő a több számolás 
miatt, és egy bizonyos határ fölött élvezhetetlenné teszi 
az animációt.

A rendszer energiájának vizsgálata

A csoportos foglalkozás során több diákban felmerült, 
hogy miként lehet ellenőrizni a numerikus eljárás hiteles-
ségét, hiszen azt már előzőleg megbeszéltük, hogy nem 
ismert a mozgás analitikus leírása. Végül egy irányított 
beszélgetés során megegyeztünk, hogy az energia meg-

maradásának teljesülnie kell a rendszerben, így ennek 
vizsgálata jó jelölt a szimuláció helyességének eldöntésé-
re. Mivel azt már a lejtős feladatnál láttuk, hogy a megol-
dás közelítő jellegű, ez a választás teljes mértékben helyt-
álló. Első lépésként megvizsgáltuk a pályák alakulását 
különböző Δt időkre (5. ábra).

Ezzel kapcsolatban merült fel a gondolat, hogy a 
négy ábra közül vajon melyik a feladat „hiteles” megol-
dása. Nézzük meg, hogy a különböző Δt lépésközökkel 
kapott megoldások esetében vajon mennyire pontosan 
marad meg az energia. Ennek érdekében meghatároz-
zuk a rendszer összenergiáját a kezdeti időpillanatban, 
majd minden egyes ciklusban (időlépésben) újra az ak-
tuális értékekkel. Végül a két energia hányadosát ábrá-
zoljuk. A 6. ábráról kiderül tehát, hogy minél kisebb Δt 
időközöket választunk, annál kevésbé közelíti a görbe az 
1-et, azaz kevésbé tér el a numerikusan meghatározott 
energia a kezdeti értéktől. Ezzel belátható, hogy a helyes 
megoldás elérése érdekében nagyon fontos az időlépést 
minél kisebbre választani. Megjegyezzük, hogy kaotikus 
esetben a numerikus pontosság ugyanúgy radikális be
folyással van a megoldás alakjára, mint a rendszer kezdeti 
konfigurációja.

Ez egyértelműen és szemléletesen mutatja be a diá-
kok számára a numerikus megoldási módszer technikai 
paramétereinek fontosságát, és felhívja a figyelmet annak 
közelítő jellegére. Gyorsan nyilvánvalóvá vált számukra, 
hogy a probléma alaposabb körültekintést igényel, vala-
mint ösztönözte őket arra, hogy más, pontosabb eljárá-

5. ábra. Különböző Δt időintervallumokat alkalmazva egyértelműen látható, hogy teljesen más végkimenetele lesz a rendszer viselkedésének. Az 
ábrákon mindegyik esetben a kettőscsillag 5 keringése látható (piros és sárga ellipszisek). A fekete háromszög a bolygó kezdeti pozícióját jelöli, 
világoskékkel pedig a bolygópályát rajzoltuk. Megjegyezzük, hogy a letölthető program adataival a kettőscsillag keringési ideje T = 402 földi nap
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sok után kutassanak. Hiszen, amint az a 6. ábrán is lát-
szik, még a legjobb, 10 másodperces időfelbontással sem 
teljesül pontosan az energia megmaradása.

Az Euler-módszer kiváló eszköze lehet a numerikus 
módszerek bevezetésének a középiskolai fizikaoktatás-
ban, hiszen viszonylag könnyen megérthető és alkalmaz-
ható. Mindemellett nem elhanyagolható az sem, hogy 
összetett problémák tudományos igényű szemléletét és 
megoldásának menetét is elsajátíthatják a diákok. Más-
részt teljesen általános jellegű, tehát bármilyen mecha-
nikai jellegű problémára könnyedén alkalmazható. A 
részletes megismerése pedig egyértelműen rávilágít a hi-
ányosságaira is, mely módszertani szempontból kiválóan 
használható, ezáltal a diákok maguk is igénylik a ponto-
sabb (magasabb rendű) módszerek alkalmazását.

Megvalósítás
A program megírásakor olyan platformot, felületet ke-
restünk, mely nem túl bonyolult, könnyen alkalmazható, 
és viszonylag kevés programozási ismerettel is jól hasz-
nálható. A Python programozási nyelvnek van egy 3D 
programozásra alkalmas egyszerű modulja, a VPython 
[8], melynek letöltése sem szükségszerű, egyszerű bön-
gészővel kiválóan alkalmazható [9]. Rengeteg példa
program [10] segíti a megismerést, melyek önmagukban 
is jól használhatók a fizika és az informatika oktatásában, 
illetve ezen két terület összekapcsolásában.

Összefoglalás
A célunk az volt, hogy a diákokat megismertessük a nu
merikus módszerek alkalmazásának fontosságával, va
lamint felismerjék a tényt, hogy ezek a módszerek közelítő 

jellegűek, de mindenképpen eredményesen alkalmaz
hatók a kutatások, modellezések során. Kezdetben 
szándékosan olyan feladatok elé állítottuk őket, melyek 
analitikus megoldása középiskolai módszerekkel is le
hetséges. A tanulási folyamat során bemutattunk egy 
olyan egyszerű mechanikai rendszert is, mint a lejtőn 
való súrlódásmentes mozgás, melynek megoldását is
merjük. Ezáltal remekül szemléltethető a közelítő mód-
szerek gyakorlati haszna, hiszen könnyedén össze tudjuk 
hasonlítani a számítógépes megoldásokat az analitikus-
sal. Majd a diákok készítettek egy Python programot, 
melyben két csillag körül kering egy bolygó, és ezek pá-
lyáját számolják ki. Ennek keretében a diákok megismer-
kedtek egy olyan alapvető égi mechanikai problémával 
is, mint a háromtest-probléma. Szembesültek azzal, hogy 
az Euler-módszer nem ad pontos megoldást, csak közelí-
tést, így maguk is eljutottak arra a megállapításra, hogy a 
probléma komolyabb körültekintést igényel a numerikus 
megoldás során.
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