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Bevezetés

Az igényes, tudominyos gondolkodds megalapozasat
mar a kozépiskolai oktatis soran el kell kezdeni. Ennek
egyik megkeriilhetetlen pontja azon problémak elemzé-
se, melyeknek a mai napig nem létezik egzakt analitikus
megoldasa. Ezeket a kérdéseket mintha egy kis titok len-
gené korill, igy izgalmasabbak a didkok szamara is, akik
igénylik, hogy megismertessiik 6ket olyan modszerekkel,
melyeket segitségiil hivhatnak egy-egy megoldasban. Bi-
zonyos természeti jelenségek megismerése soran gyak-
ran talaljuk magunkat olyan helyzetben, amikor a zart
alakt megoldds helyett kozelité6 modszereket kell alkal-
maznunk. Ebben a cikkben egy ilyen esetet dolgozunk
fel kozépiskolai fizikadra keretein beliil. A megvaldsitas
soran figyelembe vessziik, hogy sziikség lesz a gravitacio-
rol sz616 altalanos ismeretekre, tehat olyan korosztaly-
nak, évfolyamnak ajanljuk, ahol a graviticié témakort
a standard fizikadra keretein beliil mar atvették. Mi ti-
zenegyedikeseket vontunk be, és szakkori foglalkozas
formajaban, heti 1 x 45 percet foglalkoztunk a témaval.
A téma feldolgozasat mindenképpen kiscsoportos (3-4
{6 csoportonként) munkaként javasoljuk, semmiképpen
sem teljes létszamu osztdlyban. Valamint javasolt, hogy
a csoport tagjai kozott legyen olyan didk, aki jartas a
Python-programozas alapjaiban.

Didkjaimmal a sikbeli haromtest-problémat jartuk
korbe [1]. Ez az égi mechanikanak egy klasszikus esete,
mely kozel harom évszazada foglalkoztatja a kutatokat.
Ismeretes, hogy néhdny specialis geometriai elrende-
zést kivéve a problémanak nincs zart alakd megoldasa,
de kiilonb6z6 mértéki kozelitésekkel, sorfejtés alakja-
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ban megtaldlhatjuk a szamunkra megfelel§ pontossiagu
leirdsat. Ez a fajta analitikus kozelités azonban igen sza-
mitasigényes, és a végtelen sorok nem is mindig konver-
gensek. A szamitastechnika megjelenésével egyidejiileg
a numerikus modszerek is egyre finomodtak. Elfogadott
eljarassa valt a numerikus integralas olyan differencial-
egyenletek megoldasa sordn, ahol az analitikus targyalas
nem vezet eredményre. Ezzel a ténnyel megismertetni
a didkokat azért is tanulsdgos, mert ezen technikdk al-
kalmazasa soran rdeszmélnek arra, hogy a numerikus
modszerek sok esetben az egyetlen hasznalhat6 eljarast
adjak a probléma megoldasira. Hangstlyozni szeret-
nénk, hogy nem differencidlegyenleteket és azok meg-
oldasat szeretnénk fizikadran tanitani, hanem a nume-
rikus moédszerek alapjainak megismertetésével a didkok
kritikus gondolkodasat kivanjuk er&siteni. Tovabba a
tudomadnyos élet nyitott kérdéseinek szemléltetésével és
az azok megoldasara hasznalt médszerek elemi valtoza-
taval probaljuk felkésziteni 6ket a tudomanyos jellegii
problémamegoldasra. A tovabbiakban bemutatott méd-
szerek jo alkalmat teremtenek a szamitastechnika targy
bizonyos témakoreinek szinesitésére és tehetséggondozd
feladatok kidolgozasara is.

A numerikus moédszerek alapjainak kozépiskolaban
valo tanitdsara tobb példat talalhatunk az elmult években.
Szakdolgozati feldolgozasokon kiviil Jaloveczki tanar ar
volt az els6, aki az Excel-munkalapokon alapulé mdd-
szer alkalmazhat6sagat mutatta be [2]. Illetve 2021-ben
elkésziilt egy szabadon hasznalhat6 e-learning anyag [3],
mely kész Excel-munkalapok bemutatasaval vezet végig
az ejtéernyds mozgasatdl kezdve a rezgéseken keresztiil
a Fold keringéséig (s eljut egy kaotikus példaig is). A je-
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len cikk djszeriisége a f6 témavalasztason kiviil, hogy az
Excel-moédszer mellett bemutatja az érdekl6d6 kozép-
iskolasok kozott egyre népszertibb Python hasznalatat is.

Egy ismert példa numerikus megoldasa:
surlodasmentes lejtén csuszo6 test

Miel6tt ismertetnénk az exobolygé-rendszerek sajatos-
sagait, illetve dinamikai leirasat, didaktikai szempontbdl
a numerikus mddszer bevezetését egy, a tanuldk 4ltal
jol ismert mechanikai feladaton - a lejtén lecsisz6 test
esetén - keresztill szemléltetjiikk, melynek soran képet
kaphatnak az eljaras alkalmazhatésiaganak hatarairdl és
amoddszer lényegérdl. Mindezt azért tessziik, hogy a dia-
kok maguk is belassik, hogy a szamitégépes megoldas
tényleg konzisztens az analitikusssal, tovabba, hogy at-
érezz€ék a modszer pontossiga bizonyos hatarokig sza-
béalyozhat6 és jol alkalmazhat6. Az egyszeriség kedvé-
ért tekintsiink el a surlodastdl és a kozegellendllastol!
Célunk az ismert analitikus megoldas 6sszehasonlitasa a
numerikusan szamolt eredményekkel.

1. dbra. Alejtén mozg6 test gyorsulasanak komponensei. A feladat meg-
olddsa soran a lejtéiranyt 6sszetevékre vagyunk kivancsiak

A feladat tehat a lejtén mozgo test helyzetének és se-
bességének meghatarozasa a lejtével parhuzamos irany-
ban, ha a strlodastdl és a kozegellenallastol eltekintiink.
A 1. dbrdn vazolt kép alapjan kezdGsebesség nélkiil, egy
adott helyrdl elengedjiik a testet. Ekkor a lejtén megtett
ut (s) és a pillanatnyi sebesség (v) a kdzépiskolabol jol
ismert mddon a kovetkez6képpen adhaté meg:

s(t) zﬂtz =gSiﬂt2,
2 2

v(t)=at = gsinat. (1)

Most nézziik meg az egyik legalapvet6bb numerikus
eljaras, az Euler-mddszer felépitését, melynek segitségé-
vel mozgasegyenletek megoldasa altaldnosan tanulma-
nyozhatd, példaul a Microsoft Excel program segitsé-
gével.

Az Euler-mddszerrel a lejtén lecstisz6 test mozgasat
diszkrét id6pontokban kozelithetjiik tgy, hogy a test
kezdeti helyzete, kezdGsebessége és a ra hat6 er6 (gyor-
sulas) ismert. Az eljaras sordn a mozgast olyan fiiggvé-
nyekkel irjuk le, amelyeknek az id6t6l fiiggd értékei a
test helyzetét és sebességét adjak meg. Ezekkel az érté-
kekkel egy Excel-tablazatban [3, 4] a program beépitett
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fiiggvényei segitségével konnyedén tudunk dolgozni.
Mivel a tablazatkezelés 6rai tananyag, ez sok didk sza-
mara sokkal baratsigosabb koérnyezet, mint valamely
programozasi nyelv hasznalata. A folyamat, illetve a
lépéseinek megértése szempontjabol pedig ugyanugy
célravezetd. Az algoritmikus gondolkodast, a probléma
mélyrehato atlatasat az Excel hasznalata is kivaléan ki-
elégiti, teljesiti.

Az Euler-modszer

A numerikus eljaras sordn a gondolatmenetiink a kovet-
kez4. Ha ismert a test gyorsuldsa egy adott pillanatban,
akkor konnyen kiszamolhato a test sebességének meg-
valtozasa kis Atid6 mulva. Ez a kovetkez6képpen adhatd
meg:

Av Vi1 Yy

an = —=
At At

>

mely atrendezve

anAtzvn+l —Uns

ahol v, az n-edik 1épés eleji, v, , , a 1épés végi sebesség, és
az id6t a At idGegység tobbszordseiben mérjiik. Minket
a kés6bbi sebesség érdekel, ezért tovabb alakitva az 6sz-
szefliggést a kovetkez6t kapjuk:

Vye1 =V, + a,AL. 2)

Ittjegyezziitk meg, hogy a fenti képletekben alkalmaz-
tuk a numerikus eljardsok soran bevett jel6lést a diszkrét
id6lépések szemléltetésére, miszerint a mozgas soran
szamitott két tetszleges egymast kovet6 fliggvényérték
- az n-edik és az (n+1)-edik - kozott mindig At id6 telik
el. Fontos még megjegyezni, hogy a (2) képletben azzal
a feltételezéssel éliink, hogy At megfelelen kis megva-
lasztasa esetén a sebességvaltozas linedris. Tehat az a,
gyorsulds a sebesség adott pontbéli iranytangense. Ezt
az eljarast nevezzitk Euler-mé6dszernek.

Amennyiben a mozgé test pillanatnyi pozicidjara va-
gyunk kivancsiak, a (2) képlethez hasonl6 Osszefiiggést
alkalmazhatjuk a kitérés és a sebesség kozott:

Spe1 = Sp Uy At; (3)

ahol most v, a (2) képletben meghatirozott sebesség.
Igy tehat a testre hat6 gyorsulds ismeretében (2) és (3)
egymas utani alkalmazasaval tetsz6leges idépontra
megkaphatjuk a sebesség és pozici6 értékeit. Mindezt a
kinematika egyenes vonali egyenletesen gyorsulé moz-
gasra megismert Osszefiiggéseivel. Az Excel elénye itt
mutatkozik meg, hiszen a fenti képletek ismeretében az
egyes oszlopokban szerepl6 cellak megfelel6 masoldsaval
rekurzivan, egymasbol kovetkez6en, hamar megkaphato
az eredmény, és kirajzolhat6 a megoldas.

A 1épéskoz megvalasztasa tanulsigos feladat lehet a
didkok szamara, hiszen egyértelmiien megmutathato,
hogy minél kisebb At, anndl jobban kozelitjiik az ana-
litikus, altaluk is jol ismert megoldast. Az internetrdl
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let6lthet6 tiblazatunkban [4] a 9
gyorsulé mozgasra vonatkoz6 0sz-
szefliggésbol (1) meghatarozhaté a s}
lejt6 mentén megtett s(#) tavolsag
(E oszlop), illetve az Euler-mdéd- 7}
szerrel kozelitett s, tavolsag (G
oszlop). Ha e kett6 kiilonbségét az st
id6 fiiggvényében abrazoljuk, a 2.
dbran lathatd egyeneseket kapjuk.
Az utkiilonbséget egyre rovidebb
At 1épéskozokre kiszamolva (a
tablazat kiilonboz6 fiilei) a mere-
dekség csokken, azaz egyre kisebb a}
az analitikus megoldastol vald
eltérés. Megjegyzend6 azonban, 2}
hogy az iteraciok szdmaval a hiba
egyenes aranyban né! 1t ol

Ezzel a numerikus ,kisérlettel”

Utkiildnbség (m)

dt=0,001 ——

di=0,001 — /

dt=0,0005
u:y/

demonstralhatjuk a didkok szama- 0 =
ra, hogy a szamitégépes modellek

1d8 (s)

bizonyos pontossaggal visszaadjak
a fizikat, és hogy a pontossagot
magunk is befolyasolhatjuk. A
lejtére helyezett test tetszés sze-
rint lecserélhet6 mas mechanikai rendszerre (inga, sza-
badesés, Kepler-mozgas stb.), melyre az ismert megoldas
és adott esetben megmaradasi tételek jol dsszehasonlit-
haték az Euler-mddszerrel kapott eredményekkel. A [3]
honlap minden igényt kielégitGen targyalja a témakort
haladé szintre emelve az ismereteket.

A bevezetésben emlitett graviticiés haromtest-prob-
léma esetében azonban nem tudunk analitikus megol-
das felirni, csak a kozelit6 mddszerek allnak rendelke-
zésiinkre a feladat megoldasahoz. Igy egy ilyen feladat
megoldasa soran pusztan a numerikus eredményekre
tdmaszkodhatunk, és azok alapjin értelmezhetjikk az
eredményeket. Az, hogy ilyen esetben milyen fizikai
mennyiség vizsgalata célravezetd, és ennek valtozasa mit
eredményez a dinamikéaban, a kdvetkez6 fejezet témaja.

Egy kozépiskolaban kevésbé ismert
példa numerikus megoldasa: gravitacios
haromtest-probléma

Eddigi tapasztalataink azt mutatjak, hogy a didkok ér-
deklédése sokkal inkabb felkelthet6, ha a tudomany je-
lenlegi frontvonalabdl szarmazé kérdésekre keressiik a
valaszt, mert ezekben az esetekben eltivolodhatunk a
fizikai alapfeladatoktol, és izgalmas, ,megoldas nélkiili”
problémakon tesztelhetik a mar ismert fizikai fogalma-
kat. Egy ilyen fogalom az energiamegmaradas, melynek
kombinalidsa modern dinamikai problémakkal ihlette a
kovetkez6 vizsgalatokat.

Az elmult évtizedekben tobb exobolygé-rendszert
fedeztek fel, amelyek jelent&sen kiilonboznek a Naprend-
szerlinkt6]l. Nemcsak a bolygok tomege, egymastdl vald
tavolsaguk vagy palyajuk excentricitisa, hanem a térbeli
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2. dbra. A lejt6n lecstszo test analitikus és numerikus utkiilonbsége mas-mas At id6lépésekre. A ki-
sebb meredekségii egyenesek a nagyobb numerikus felbontashoz tartoznak, és jobban kozelitik az
(1)-b6l szamithato s(z) fiiggvényt

elrendezésiik is nagyon kiilonbdzhet az dltalunk megszo-
kott képtdl. A tobb mint Gtezer jelenleg ismert exobolygo
koziil j6 néhany tobbes csillagrendszer koril alakult ki,
ezek dinamikdja rendkiviil érdekes kutatasi teriilet [5, 6].
Az ilyen exobolygé-rendszerek tanulmanyozasa segithet
megérteni a bolygok kialakuldsanak és fejlédésének fo-
lyamatat mas csillagok koriil.

Kettdscsillagok koriil haromféle bolygéelrendezédést
kiilonboztetiink meg. A 3. dbrdn lathato, hogy ha a boly-
g6 csak az egyik csillag koriil kering, akkor S-tipusrdl, ha
a két csillag tomegkdzéppontja koriil, akkor P-tipusrél
beszéliink. Ezenkiviil el6fordulhat olyan eset is, amikor
a bolygé keringése soran csillagot ,valt”, ezek a C-tipusu
rendszerek (ez nincs jeldlve az abran). Az 6rai feladat so-
ran egy S-tipusu rendszert vizsgaltunk.

P-tipus

S-tipus

3. dbra. Kettbscsillag koriil kering6 bolygo kiilonb6z6 elrendez6désben
(sziirkével a csillagokat, a kék szinnel pedig a korilottiik kering6 boly-
got jeloltiik). A P a ,planet”, az S jel6lés pedig a ,szatellit” tipusu kerin-
gésre vonatkozik
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Konkrétabban megfogalmazva, feladatul tztik ki,
hogy meghatarozzuk hdrom témegpont mozgasat, me-
lyek kozott csak a Newton-féle gravitacios kolcsonhatas
hat. A haromtest-probléma alapjan a kovetkez6 elrende-
z0dést vizsgaltuk: a harom tomegpont (a mi esetiinkben
egy-egy naptomegi csillag és egy foldtomegl bolygo)
egy sikban kering a k6z0s tomegkozéppontjuk koriil.
Erdemes megjegyezni, hogy a harmadik test kicsi (de
nem elhanyagolhat6) tomegének koévetkeztében a gra-
vitdcios hatdsa nem szamottevd, igy a kettdscsillag Kep-
ler-palyan latszik mozogni. A numerikus kédban a teljes
Newton-féle gravitacids er6torvény szerepel, mely min-
den testet figyelembe vesz.

A numerikus eljaras és a program

mukodési elve

Szakitva az eddigiekkel, a kettSscsillag koriil kering6
bolygé sikbeli mozgasat egy Python programozasi nyel-
ven irt révid program segitségével szemléltethetjiik [7].
Természetesen az eddig bemutatott Excel-verzi6 kib&vi-
tése is alkalmas a probléma targyalasara, azonban az ol-
vas6 némi kényelmetlenségbe iitkdzhet, ha hosszu idejt
vizsgalatra kivancsi. Ebben az esetben ugyanis az Ex-
cel-tablazat sorainak szama kezelhetetleniil nagy lesz.

A haromtest-probléma esetén is hasonl6 gondolatme-
netre timaszkodunk, mint a lejtés feladat esetén. Annyi
lesz a kiilonbség, hogy gyorsulds helyett erével, sebesség
helyett lendiilettel szamolunk. Nézziikk meg részletesen
az Euler-moédszert ebben az esetben is.

Feltessziik, hogy minden idépillanatban ismerjiik a
testek kozott hat6 erdt. Igy a kezdéfeltételek (hely, se-
besség) és paraméterek (tOmeg) megadasa utan a prog-
rammal minden ciklusban, azaz minden egyes diszkrét
id6lépésben, hasonléan az Excel-tdblazat soraihoz, ki-
szamoltatjuk az egyes testekre hat6 er6ket. Esetiinkben
az pusztan a kolcsonos gravitacios erd, mely altalanosan
adott id6pillanatban

p ooy M Row  mm Ry,
o |R : |R |Rik,n|2 |Rik,n
i,7,k=1,2,3 és i#j#k,

ij,n| tj,n| |’

ahol F, , az i-edik testre hat6 er6, y a Newton-féle gravi-
tacios allandd, m a testek tomege, R pedig a koztiik 1év6
tavolsag. Az alsé indexben 1év6 n az n-edik iteracios 1é-
pésre utal — hasonlbéan a mddszer bevezetésénél targyalt
jeloléshez.

Az impulzus id6egység alatti megvaltozasabol kapjuk
az Euler-mddszer elsé Osszefliggését (itt elhagytuk az
égitestek indexét (i), mert mindegyikre formailag azonos
kifejezés érvényes) két egymast kovetd id6pillanatra:

Fnzﬁzpnﬂ_pn,
At At

Ezt (2)-ho6z hasonldan atrendezve a lendiiletre kap-
juk, hogy

Pn+1 = pn + Fn'At’

ahol p,., az Uj, p, pedig az el6z6 ciklusban szamolt (At
id6vel korabbi) impulzus. EbbSl meghatarozhatjuk az tj
helyvektort a kdvetkez6 mddon:

R,, =R

n+l n + &At'

m

Hasonléan ittis R,,,; az 4j, R, pedig a régi helyvektor.
Ez ut6bbi két osszefiiggés az impulzusnak és a helyvek-
tornak egy olyan alakja, mely a szamitogépes ciklusok-
hoz és automatizdlashoz kdnnyen alkalmazhaté. A példa
kedvéért kiemeljiik a harmadik testre (bolygora) érvé-
nyes egyenleteket az Euler-mddszer formalizmusaban:

m3ml R31

F - mym, R,
3
IRy, [ IRy, |

IR, [ IR, |

P, =P, + F,d¢,
P

R, =R, +—2d:.
m3

Ezek a forraskédban a kovetkez6 format oltik:

F3 = (G*M3*M1)/(mag(R3 — R1))**2*R31 + (G*M2*M3)/
(mag(R3 - R2))**2*R32

P3 =P3 + F3*dt

R3 = 03.pos = R3 + (P3/M3)*dt

4. dbra. Szemléletes bemutatdsa annak, hogy egy ismert bolygépdlya esetén (sziirke ellipszis) a numerikus kozelitésnél meny-
nyire fontos a At 1épéskoz megfeleld valasztasa. A teli kor a bolygd kezdeti helyét jeloli, az iires korok pedig az egyes At 1épések
eredményéhez tartozo pozicidkat. Az A, B és C esetekben a 1épéskoz egyre kisebb. Vegyiik figyelembe, hogy az Euler-modszert
alkalmazva a bolygd a z6ld szakaszok mentén mozog, és ezzel a kozelitéssel a numerikus eredmény letér az analitikus palyardl.
A tanulsag ugy fogalmazhat6 meg, hogy minél kisebb a 1épéskoz, annal jobban kozelitjiik a valédi megoldast. Megjegyezziik to-
vabba, hogy a sziirke ellipszisek mindhidrom esetben ugyanazok, az A eset ellipszise csak az dbrazolds miatt latszik lapultabbnak
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dt=360

dt=30

RS sl
Ve Y~ /:‘,\«, ”’f‘;r' b

N4,

dt=10

S. dbra. Kiilonb6z6 At idGintervallumokat alkalmazva egyértelmiien lithatd, hogy teljesen mas végkimenetele lesz a rendszer viselkedésének. Az
abrakon mindegyik esetben a kettdscsillag 5 keringése lathatd (piros és sarga ellipszisek). A fekete haromszog a bolygé kezdeti pozicidjat jeloli,
vilagoskékkel pedig a bolygdpalyat rajzoltuk. Megjegyezziik, hogy a letlthetd program adataival a kettGscsillag keringési ideje T' = 402 {61di nap

Itt R31 = -norm(R3 - R1) az ,1-es” csillag és a bolygd
kozott 1évo egységvektort jeloli, melyrdl tudjuk, hogy a
tomegkozéppontbdl a bolygéhoz mutaté R3 helyvektor
és a csillaghoz mutat6 R1 helyvektor kiilonbségébdl adé6-
dik. A mag() fliggvény pedig az argumentumaban 1év6
vektor abszolut értékét (nagysagat) képezi. Az impulzus
kiszamoladsdnal a program figyelembe veszi, hogy az el6-
26 sorban mar meghataroztuk az F3 erét, igy azt meg-
szorozva At lépéskozzel hozzaadjuk az el6z6 ciklusban
szamolt P3 impulzushoz. Ezen 4j impulzus ismeretében
kapjuk a helyvektor (R3) frissitett valtozatat.

Az eljaras fontos része a At 1épéskoz (a programkod-
ban dt), melynek valtoztatasa kival¢ feladat a diakoknak,
hiszen maguk tapasztaljak meg, hogy minél kisebb id6-
lépést valasztanak két pozicié meghatarozasa kozott, an-
nal jobb felbontast kapnak, hiszen ebben az esetben sok-
kal tobb pont 4ll rendelkezésre, mely végiil kirajzolja a
palyat (4. dbra, sziirke ellipszis). Hatranya viszont, hogy
a program futasi ideje érezhet6en megnd a tobb szamolas
miatt, és egy bizonyos hatar {ol6tt élvezhetetlenné teszi
az animaciot.

A rendszer energiajanak vizsgalata

A csoportos foglalkozas soran tobb didkban felmeriilt,
hogy miként lehet ellendrizni a numerikus eljaras hiteles-
ségét, hiszen azt mar el6z6leg megbeszéltiik, hogy nem
ismert a mozgas analitikus leirdsa. Végiil egy iranyitott
beszélgetés soran megegyeztiink, hogy az energia meg-
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maradasanak teljesiilnie kell a rendszerben, igy ennek
vizsgalata jo jelolt a szimulacié helyességének eldontésé-
re. Mivel azt mar a lejt6s feladatnal lattuk, hogy a megol-
das kozelitd jellegl, ez a valasztas teljes mértékben helyt-
allo. Els6 1épésként megvizsgaltuk a palyak alakulasat
kiilonboz6 At idékre (5. dbra).

Ezzel kapcsolatban meriilt fel a gondolat, hogy a
négy abra kozill vajon melyik a feladat ,hiteles” megol-
dédsa. Nézziik meg, hogy a kiilonboz6 At 1épéskozokkel
kapott megoldasok esetében vajon mennyire pontosan
marad meg az energia. Ennek érdekében meghataroz-
zuk a rendszer Osszenergidjat a kezdeti id6pillanatban,
majd minden egyes ciklusban (id6lépésben) djra az ak-
tualis értékekkel. Végiil a két energia hanyadosat abra-
zoljuk. A 6. dbrdrdl kideril tehat, hogy minél kisebb At
id6kozoket valasztunk, annal kevésbé kozeliti a gorbe az
1-et, azaz kevésbé tér el a numerikusan meghatarozott
energia a kezdeti értékt6l. Ezzel belathatd, hogy a helyes
megoldas elérése érdekében nagyon fontos az id6lépést
minél kisebbre valasztani. Megjegyezziik, hogy kaotikus
esetben a numerikus pontossag ugyanugy radikalis be-
folyassal van a megoldas alakjara, mint a rendszer kezdeti
konfiguracioja.

Ez egyértelmien és szemléletesen mutatja be a dia-
kok szamara a numerikus megoldasi moédszer technikai
paramétereinek fontossagat, és felhivja a figyelmet annak
kozelit6 jellegére. Gyorsan nyilvanvaléva valt szamukra,
hogy a probléma alaposabb koriiltekintést igényel, vala-
mint 6sztondzte Gket arra, hogy mas, pontosabb eljara-
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6. dbra. A kezdeti és a futds soran minden id61épésben kiszamolt energidk hanyadosa kilonb6z6
At id6kozokre (360 s - lila, 180 s — z61d, 30 s - kék, 10 s - sdrga)

sok utdn kutassanak. Hiszen, amint az a 6. dbrdn is 1at-
szik, még a legjobb, 10 masodperces id6felbontassal sem
teljesiil pontosan az energia megmaradasa.

Az Euler-moédszer kival6 eszkoze lehet a numerikus
moédszerek bevezetésének a kozépiskolai fizikaoktatds-
ban, hiszen viszonylag kénnyen megérthetd és alkalmaz-
hat6. Mindemellett nem elhanyagolhat6 az sem, hogy
Osszetett problémak tudomanyos igényli szemléletét és
megoldasanak menetét is elsajatithatjak a didkok. Mas-
részt teljesen altalanos jellegd, tehat barmilyen mecha-
nikai jellegli problémara konnyedén alkalmazhaté. A
részletes megismerése pedig egyértelmien ravilagit a hi-
anyossagaira is, mely mddszertani szempontbdl kivdléan
hasznalhatd, ezaltal a didkok maguk is igénylik a ponto-
sabb (magasabb rendd) médszerek alkalmazasat.

Megvalositas

A program megirasakor olyan platformot, feliiletet ke-
restiink, mely nem tdl bonyolult, kdnnyen alkalmazhatd,
és viszonylag kevés programozasi ismerettel is jol hasz-
nalhaté. A Python programozasi nyelvnek van egy 3D
programozasra alkalmas egyszeri modulja, a VPython
[8], melynek letoltése sem sziikségszer(i, egyszerd bon-
gészovel kivaléan alkalmazhaté [9]. Rengeteg példa-
program [10] segiti a megismerést, melyek 6nmagukban
is jol hasznéalhatok a fizika és az informatika oktatdsaban,
illetve ezen két teriilet 6sszekapcsoldsaban.

Osszefoglalas

A célunk az volt, hogy a didkokat megismertessiik a nu-
merikus modszerek alkalmazasinak fontossagaval, va-
lamint felismerjék a tényt, hogy ezek a modszerek kozelitd
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jellegiiek, de mindenképpen eredményesen alkalmaz-
hat6k a kutatisok, modellezések sorin. Kezdetben
szandékosan olyan feladatok elé dllitottuk 6ket, melyek
analitikus megoldasa kozépiskolai médszerekkel is le-
hetséges. A tanuldsi folyamat soran bemutattunk egy
olyan egyszerli mechanikai rendszert is, mint a lejtén
valé strléddsmentes mozgas, melynek megoldasat is-
merjiik. Ezaltal remekiil szemléltethet6 a kozelité6 mod-
szerek gyakorlati haszna, hiszen kdnnyedén 0ssze tudjuk
hasonlitani a szamitégépes megoldasokat az analitikus-
sal. Majd a didkok készitettek egy Python programot,
melyben két csillag koriil kering egy bolygo, és ezek pa-
lyajat szamoljak ki. Ennek keretében a didkok megismer-
kedtek egy olyan alapvetd égi mechanikai problémaval
is, mint a hdromtest-probléma. Szembesiiltek azzal, hogy
az Euler-mddszer nem ad pontos megoldast, csak kozeli-
tést, igy maguk is eljutottak arra a megallapitasra, hogy a
probléma komolyabb koriiltekintést igényel a numerikus
megoldas soran.
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