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Amikor az egyetemen a kvantummechanikat tanuljuk,
el6szor a Schrodinger-egyenlettel és rajta keresztiil a
hullimmechanikéaval ismerkediink meg. A matrixmecha-
nika vazlatos ismertetésére szinte a bevezet6 kurzus vége
felé keriil sor az operatorok matrixelemeinek ismerteté-
sével a Hilbert-téren, amikor mar megoldottuk az 6sszes
alapveté kvantummechanikai problémat. Ekkor adédik
a kérdés, hogy Heisenberg hogyan tudta kitalalni a mat-
rixmechanikat anélkiil, hogy ismerte volna az operatorok
és a Hilbert-tér szerepét a kvantumos jelenségek leirasa-
ra. Nem beszélve arrol, hogy hogyan keriiltek el6 neki a
matrixok, amikor nem ismerte azok fogalmat sem. A ko-
vetkez6kben ezekre a kérdésekre probalunk valaszt adni.

A ,régi kvantummechanika”

A kvantummechanika felfedezéséhez vezet6 1t roviden
a kovetkezé [1]. Max Planck a feketetest homérsékleti
sugarzasat annak feltételezésével tudta megmagyarazni
1900-ban, hogy az iiregbe zart v frekvenciaji sugarzas
energidja csak a kv mennyiség egész szamu tobbszo6ro-
se lehet, vagyis nem folytonos, hanem kvantalt. Itt & a
Planck-4llandé. Igy jott ki a kisérleti eredmény, és Planck
reménykedett, hogy valamikor megtaldlja a helyes ma-
gyarazatot. Ezt a gondolatot Albert Einstein 1905-ben
alkalmazta a szabadon terjed6 elektromagneses hulla-
mokra, és a fényelektromos jelenséget ugy értelmezte,
hogy a v frekvenciaja fény hv energiat ad at a fémbe zart
elektronnak. A hv energiacsomag neve lett kés6bb a fo-
ton. Ezzel Einstein a fényt részecsketulajdonsaggal ru-
hazta fel, és ezért kapta Nobel-dijat 1921-ben.

Niels Bohr 1922-ben kapott Nobel-dijat 1913-ban
kozolt munkdjaért, amelyben ugy irta le a hidrogén-
atom elektromagneses sugarzasat, hogy posztulalta, ha
az elektron impulzusmomentuma a % = (h/21) mennyi-
ség egész szamu tobbszorose, akkor az atom, szemben
a klasszikus elmélettel, nem sugaroz. Ezeket a palyakat
nevezte stacionarius palyaknak, és sugarzas kibocsatasa
vagy elnyelése akkor torténik, amikor az elektron atke-
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riil egyik stacionarius palyarol a masikra. A kisugarzott
vagy elnyelt sugarzas v frekvenciajara pedig igaz, hogy
hv megegyezik a két palya energidjanak a kiilonbségével.

Amikor Louis de Broglie 1923-ban a hulldim-részecs-
ke kettds természetet kiterjesztette az addigi részecskék-
re is, létrejott a régi kvantummechanika.

A régi kvantummechanikdhoz tartoztak a Bohr-mo-
dellbél kiolvasott, igynevezett Kramers-szabalyok. Ezek
azt mondjak meg, hogy hogyan kell megvaltoztatni a
klasszikus fizikai formuldkat, hogy a kisérleti eredmé-
nyeket le tudjak irni. A Bohr-Kramers-Slater-elmélet
[2] alapjan feltételezték tovabba, hogy bar az atomok
stacionarius allapotban nem sugaroznak, de stacionarius
allapotok kozotti atmenetek soran és ,virtualis rezgése-
ket végezve” sugarzast bocsatanak ki, illetve nyelnek el.

A régi kvantummechanikanak sikeriilt néhany atomi
tulajdonsagot megmagyarazni, de nem adott szamot pél-
daul a molekulak és a szilardtestek elektromos vezetési
tulajdonsagairol, raadasul tele volt ad hoc 1épésnek tlin
mesterséges gondolattal, fogalommal.

Az ,Gj kvantummechanika” sziiletése:
Heisenberg

A napjainkban is ismert #j kvantummechanikdnak a meg-
sziiletését Werner Heisenberg (1901-1976) 1925-ben ko-
z0lt matrixmechanikajatél és Erwin Schrodinger (1887-
1961) 1926-ban koz6lt hullimmechanikéjatol szamitjuk.
Megjelenésiik utan hamarosan bebizonyitottak, hogy a
két kvantummechanika ugyanaz, csak mas matematikai
formaban vannak megfogalmazva.

Werner Heisenberg Wiirzburgban sziiletett, és édes-
apja 1909-t6] a miincheni egyetemen bizantinolégus-
ként a kozép- és Gijgordg nyelv tandra volt. Igy fia mér
gimnazistakoraban gorogiil olvasta Platont. Heisenberg
Sommerfeldnél doktoralt 1923-ban. A doktori vizsga
nem sikeriilt valami fényesre [3], mert az 1911-ben No-
bel-dijjal jutalmazott Wien a kisérleti részre a lehetd
leggyengébb, de még nem a bukast jelentd jegyet adta,
viszont Sommerfeld az elméleti rész kidolgozasa miatt a
lehet6 legjobbat. A disszerticié témaja igen nehéz volt:
»Folyadékok dramlasanak stabilitasa és turbulencidja”.
Heisenberg apja megkérte James Franckot, az 1925. év
Nobel-dijasat, hogy tanitsa meg fidnak a kisérleti fizikat.
Néhany laboratériumi latogatas utan Franck kijelentette,
hogy szerinte az lesz a legjobb, ha patronaltja elméleti fi-
zikus lesz.

Heisenberg attdl tartott, hogy gyenge vizsgija mi-
att Max Born nem fogja 6t asszisztensként alkalmazni,
mint Pauli utédja. Born latva Wien triikkkos kérdéseit,
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felfogadta 6t, és késSbb igy emlékezett réla: ,Ugy nézett
ki, mint egy parasztfit, rovid nadragban, széke hajjal,
fényes tekintettel és elragadé megjelenéssel. Feladatait
komolyabban vette, mint Pauli, és nagy segitség volt
nekem. Hihetetlen gyorsasiga és pontossaga lehetévé
tette szamara, hogy hatalmas munkat tudott elvégezni
kiilonosebb eréfeszités nélkiil” [4]. Born elsé feladatként
az anomadlis Zeeman-effektus problémajit adta Heisen-
bergnek, amit 6 sikeresen megoldott. Kortarsai furcsa-
nak tartottak, hogy Y2 értéki kvantumszamot vezetett
be. Itt, Gottingenben habilitalt 1924-ben, és tobb alka-
lommal dolgozott 1924-26-ban Niels Bohr asszisztense-
ként a koppenhdgai egyetemen.

Heisenberg els6 cikke a matrix-
mechanikaroél

Heisenbergnek a matrixmechanikardl szol6 elsé cikke
1925-ben jelent meg, melynek cime Kinematikai és me-
chanikai Osszefiiggések kvantumelmeéleti dtértelmezésé-
rél [5, 6]. Errdl a kozleményrdl a kovetkez6t irta Steven
Weinberg, aki 1979-ben kapott Nobel-dijat az elektro-
magnességet és a gyenge kolcsonhatast egyesit6 elektro-
gyenge kolcsonhatas elméletének a kidolgozasaért: ,Ha
az ember misztikusnak taldlja, amit Heisenberg tett,
nincs egyediil. En mar tobb alkalommal megprébaltam
elolvasni azt a cikket, amit Heisenberg irt visszatérve
Helgolandrol, és bar tigy gondolom, hogy értem a kvan-
tummechanikat, sohasem értettem meg motivacidit,
melyek a cikkében talalhaté matematikai lépéseket in-
dokoltdk. Az elméleti fizikusok legsikeresebb munkaik-
ban a kovetkezd szerepek egyikét jatszak: 6k vagy bol-
csek vagy mdigusok... Altalsban kénnyd megérteni a
bolcs fizikusokat, de a magus fizikusok cikkei gyakran
érthetetlenek. Ilyen értelemben Heisenberg 1925-0s
cikke tiszta magia” [7]. Jammer megallapitja [8], hogy az
atmenet a régi kvantummechanikabdl az djba rendkiviil
gyors volt, és nem egyetlen gondolatfolyamat volt, nem
is ,felfelé halad6 1épcs6”, hanem ,0sszefiiggd sikatorok
szovevénye”.

MacKinnon feltételezte [9], hogy Heisenberg 1925
juniusdban és juliusiban, amikor hires cikkéhez készitet-
te aszamitasokat, val6jaban a virtualisoszcillator-modellt
probalta alkalmazni a hidrogénatomra. Feltételezését
Heisenberg Kronighoz 1925. jinius 5-én irt levelével
indokolja. Ebben a levélben van egy dbra [9, 10], amely
szerint a K Coulomb-erét szamolta ki egy P pontban,
melyt6l a tavolsagra merdlegesen rezgett egy dipdlusosz-
cillator. Heisenberg itt megmutatta, hogy az oszcillator
x(t) kitérésének Fourier-egyiitthatéival ki lehet fejezni
a K erd Fourier-sorat az oszcillator kitérésének fliggvé-
nyében. Ez egy tipikus gondolat a virtualis rezgéseket
tartalmazé Bohr-Kramers—Slater-elmélet szellemében.
MacKinnon szerint Heisenbergnek nem sikeriilt a hid-
rogénatom sprektumat megmagyardzni. Ekkor egysze-
riisitette a feladatot, és csak a rezgésekkel foglalkozott.
Miutan elvégezte a szamitasokat, akkor vette észre, hogy
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egy altalanos moédszert talalt az 4j kvantummechanika-
ra. Valoszind, ez a feltételezés nem lehet tavol a valosag-
t6l, mert MacKinnon cikke végén koszonetet mondott
Heisenbergnek, hogy elolvasta annak egyik valtozatat.
Ha nem értett volna egyet az abban foglaltakkal, bizo-
nyara tiltakozott volna. Maga Heisenberg is irja Pauli
tiszteletére irt emlékcikkében [11], hogy ,El6szor 1925
tavaszan probaltam meg a hidrogén spektrumaénak in-
tenzitdsi képletéhez eljutni a Kepler-palya Fourier-sora-
nak tanulmanyozdsaval, hogy konnyebben kitalalhassam
a helyes kvantumelméleti intenzitasképleteket. A Kep-
ler-probléma tdl nehéznek bizonyult ehhez, de felme-
riilt az otlet, hogy az dtmeneti elemek dsszessége éppugy
reprezentdlja az elektron koordindtdit, mint a klasszikus
fizikdban a Fourier-sor”.

Heisenberg cikkének elején kijelenti, hogy ,a for-
malis szabalyokkal szemben, melyeket altaldban a
kvantumelméletben megfigyelhet6 mennyiségek (pl. a
hidrogénatom energidja) kiszamitasara hasznalnak, az
a stlyos kifogas emelhetd, hogy e szamitasi szabalyok
lényeges alkotdelemként olyan mennyiségek kozott
fennall6 oOsszefiiggéseket tartalmaznak, amelyek - Ggy
latszik - elvileg megfigyelhetetlenek (mint pl. az elekt-
ron helye, keringési ideje)” [5, 6].

A megfigyelheté mennyiségek kozti alaposszefiig-
gésként Heisenberg a Bohr-féle frekvenciafeltételre épit.
Ennek értelmében amikor az elektron egy n-edik sta-
ciondrius palyardl (energidja W(n)) egy (n - a)-adik sta-
cionidrius péalyara (energidja W(n — a)) megy 4t (ahol n
és n - a egész szam), akkor sugarzast bocsat ki, aminek
v(n, n - a) frekvencidjat, azaz w(n, n - a) korfrekvenciajat
igy adjuk meg:

wo(n,n—a)

o :v(n,n—a):l[W(n)—W(n—a)} (D)

h
Itt és a tovabbiakban is Heisenberg jeloléseit alkalmaz-
zuk, kivéve a got betiiket, melyeket a megfelel6 latin be-
tlikkel helyettesitiink.

A Bohr-féle frekvenciafeltétel akkora szakitast jelent
a klasszikus mechanikaval, hogy a klasszikus mechanika
érvényessége megsziinik a legegyszeriibb kvantumelmé-
leti problémak (atomi tulajdonsagok) targyalasa esetén
is. A klasszikus mechanikaval valé kapcsolatra mégis
sziikség van, e tekintetben Heisenberg Born cikkére [12]
hivatkozik, ahol a szerz6 csak ugy tudja a korresponden-
ciaelvvel megkapni a helyes kvantummechanikai kife-
jezéseket, ha a nagy kvantumszamok esetén sziikséges
derivalasokat kis kvantumszam estén differenciahanya-
dossal helyettesiti [8, 12]. Vagyis

8CD(n) o CD(n+a)—CD(n)
on a

, ()

ahol @ valamely kvantumszamtél fliggé mennyiség.
Heisenberg az atom sugarzasanak leirasat célozta az
Uj kvantumelméleti mechanika megalkotasaval, a Kra-
mers-féle diszperzids elméletre alapozva. Kramers [13]
a Bohr-Kramers-Slater-elmélet [2] alapjan az atomok
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polarizacidjara kapott egy kifejezést, mikdzben az atom-
rol feltételezte, hogy kiilonboz6 frekvenciaju oszcilla-
torokbdl épiil fel. A klasszikus fizika torvényei alapjan
kiszamolta a polarizaciét, majd az oszcillatorok frekven-
ciait az (1) Bohr-féle frekvenciafeltétellel helyettesitette,
igyelve a korrespondenciaelvre, azaz arra, hogy nagy
kvantumszamok esetén megkapja a klasszikus formula-
kat.

Heisenberg a tovabbiakban megadja, hogy a klasszi-
kus fizikaban hogyan néz ki a mozgé elektron sugarzasa
a hullimzoénaban. Vagyis

E= rx(rxv 3
i rSCZ ( ) ( )
és
H= ¢ VXr 4)
rZCZ

az elektromos és a magneses térerésség elsé rendben.
Ezekhez a kovetkez6 kozelitésben tovabbi tagok jarul-
nak, példaul
v, ()
re
illetve magasabb rendben

%1)1/2 (6)
rc
alaku tagok. Az elektron toltése e, v a sebessége és r a ta-
volsaga a kiszemelt ponttdl, ahol a sugarzast megadjuk.
Ezutan kovetkezik néhany mondat, amelyek problé-
mat okozhatnak els6 olvasasra. , A klasszikus elméletben
az (5)-(6) magasabb rendd kozelitések egyszerien Kki-
szamithatdk, ha az elektron mozgasa, illetve annak Fou-
rier-el6allitasa adott, igy tehat valami hasonlét varunk
a kvantumelméletben is. [...] A kérdés a legegyszertibb
alakban igy fogalmazhaté meg: Legyen adott az x(2)
klasszikus mennyiség helyére 1ép6 kvantummechani-
kai mennyiség! Mely kvantummechanikai mennyiség
foglalja el ekkor x(£)* helyét?” Itt Heisenberg sejteti gon-
dolatmenetének indokait, mikdzben néhany mondattal
korabban azt tanacsolta, hogy fel kell adni reményiinket
az eddig meg nem figyelt mennyiségek — mint az elektron
helye — megfigyelésére, és csak megfigyelhet6 mennyi-
ségek kozott fennalld osszefiiggésekkel foglalkozzunk.
Most mégis az x(2) és x(2)* klasszikus mennyiség helyére
1ép6 kvantummechanikai mennyiségeket keresi?
Heisenbergnek, mikézben Kramers-szel elkészitette
kozos cikkiiket [14], timadhatott az a gondolata, hogy ha
a klasszikus E elektromos tér Fourier-sora

E(n,t)= Z:ﬂ E, (n)ei“’(”)w , (7)

akkor ennek kvantummechanikai alakja a Kramers-el-
mélet [11] szerint

®© io(n,n—a)t
E(n,t)zza:%E(n,n—a)e”( ot (8)
Az |E(n,n — a)|* pozitiv a esetén a sugarzas kibocsa-
tasanak, negativ a esetén pedig sugirzas elnyelésének
az intenzitasa. Heisenberg nem irja fel a (8) egyenletet,
mert szerinte ennek nincs értelme, de végig ugy szamolt,
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mintha felirta volna minden n-re. Helyette azt mondja,
hogy az

E(n,n _ a)eia)(n)n—a)t (9)

mennyiségek sokasdga fejezze ki az elektromos tér kvan-
tummechanikai alakjat. Most persze egy kicsit elére-
szaladtunk. Kollégaihoz irt levelei alapjan valdszind,
hogy Heisenberg ekkor még nem latta ilyen vildgosan
a kvantumos mennyiségek elddllitasanak szabalyat, de
cikkét konnyebben megértjiik, ha a fentieket elérebo-
csatjuk.

Tehat Heisenberg, amikor azt mondja, hogy az tj
kvantummechanikaban nem foglalkozunk olyan meny-
nyiségekkel, melyeket nem figyelhetiink meg, ezen azt
érti, hogy ezeket valami kvantummechanikai mennyi-
ségekkel kell helyettesiteni, és amivel felhagyunk, ezek
klasszikus értelmezése. Ezt abbodl latjuk, ahogyan felépiti
kvantummechanikajat. El6szor veszi az adott meny-
nyiség klasszikus alakjat, azt Fourier-sorba fejti, majd a
Kramers-szabalyok és az (1) Bohr-féle frekvenciafeltétel
alapjan elkésziti a megfelel6 kvantummechanikai meny-
nyiséget.

Ha tehat csak egydimenzits rendszerekkel foglalko-
zunk, akkor

x(nt)=3" a,(n)e” ™" (10)

fejezi ki a mozgast klasszikus értelemben. A (10) Fourier-
sorhoz a kvantummechanikaban rendeljitk hozza az

io(n,n—a)t (1 1)
mennyiségek sokasagat. Heisenberg itt megjegyzi, hogy
a (8) egyenletnek megfelel6 alak azért nem értelmes,
mert az n és az n - o mennyiségek egyenranguiak (11)-
ben. Vagyis a (10)-ben 7 rogzitett, és n — a valtozik, szem-
ben a (11)-gyel, ahol mindkét index valtozik. Ennek elle-
nére a (11) matematikai tulajdonsdgait a (10) matematikai
tulajdonsagaibdl olvassa le, és amikor x(¢)-r6l beszél,
akkor gondolatban felirja (10)-et minden n-re. Ez is arra
utal, hogy Heisenberg eredetileg a Bohr-Kramers-Sla-
ter-elmélet alapjan az n-edik nivé koriili virtualis rezgé-
seket irta fel. Igy, ha az x(¢)? Fourier-sorara igaz, hogy

x(n,t)z _ Z::iwz:;waa (n)ei(u(n)atay (n)eiw(n)}/t, (12)
éshaf = a+ y, akkor
x(n,l‘)2 = z;ﬂc by(n)e” ™",

a(n,n—a)e

(13)
ésigy

by(n,t)e " :Z:?waa(n)aﬂ,a(n)e"”(")(mﬁ*“)t. (14)

A (12)-(14) egyenletekbdl Heisenberg ,magus” azt
olvasta ki, hogy az x(#)*> kvantummechanikai mennyi-
ségét a kovetkez6 mddon kaphatjuk meg x() kvantum-
mechanikai mennyiségébdl:

b(n,n _ ﬂ)eiw(n)nfﬂ)t
= Zj:iwa(n,n —a)a(n—a,n— Be“ """,

(15)
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Itt Heisenberg feltételezte, hogy igaz az
(16)

Bohr-féle frekvenciafeltétel. Ezzel elérte, hogy a kvan-
tummechanikai mennyiségekre ugyanazok az algebrai
Osszefiiggések érvényesek, mint a klasszikus mennyi-
ségekre. Rajott arra is, hogy a (15) egyenlettel definialt
szorzas nem kommutativ.

A (11) és (15) kvantummechanikai mennyiségek de-
finidlasa utan latszik, hogy x(#) (11) kvantummechanikai
mennyiségének ismeretében annak id6 szerinti derivala-
saval megkapjuk a v = % (¢) klasszikus sebesség

o(n,n— )= on, n—a)+on—-a,n— L)

io(n,n-a)t ( 17)
kvantumos alakjat, és az (5)-(6) mennyiségek kvantu-
mos alakjanak hozzdaddséval az elektromos tér kvantu-
mos alakja megmarad a (9) egyenlettel felirt alakban.

io(n,n—a)a(n,n-a)e

Dinamika

Heisenberg az

£+f(x)=0 (18)
mozgasegyenlet kvantummechanikai megoldasaval fog-
lalkozik, és feltételezi, hogy a mozgas periodikus. Bohr
utan feltételezi tovabba, hogy a mozgasra igaz a

¢ pdg=midc=J =nh (19)

kvantumfeltétel. Az egyediili valtoztatds Bohr erede-
ti gondolatmenetéhez képest, hogy az x(¢) és a v = x(2)
klasszikus mennyiségek helyett a (11) és (17) kvantum-
mechanikai mennyiségeket alkalmazza a Kramers-sza-
bélyok figyelembevételével.

Foglalkozzunk elszor a kvantumfeltétellel! Feltéte-
lezve a periodikus mozgast, klasszikusan irhatjuk:

x(n,t)= Z:}waa(n)eiw("m.

Ezt az alakot behelyettesitve (19)-be adddik, hogy

(20)

Cj)ma'cdx =2nm Z:i_w|aa(n)|2 a’o(n)=nh. (21)

Heisenberg szerint (21) jobb oldala az n-t6l valé fliggés
miatt nem felel meg a korrespondenciaelvnek, ezért en-
nek 7 szerinti derivaltjat veszi, vagyis

o ol a)h

Attérve a kinematikai részben definialt kvantummecha-
nikai valtozdokra (22)-bdl kapjuk, hogy

w d 2
ZRmZa?waa“aa(n,n - a)| wo(n,n— a)) =h.  (23)

A bal oldal derivaltjat (2) szerint atalakitva kapjuk a
Bohr-féle kvantumfeltétel alakjara, hogy

4”’”2::0““(” + 0!,71)|2a)(n +a,n)

_ |a(n,n—a)|2a)(n,n—a)}:h. (24)
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Ezutan Heisenberg legegyszer(ibb példaként az an-
harmonikus oszcillitor kvantummechanikai probléma-
javal foglalkozik. Itt a klasszikus (18) egyenlet alakja

¥+aix+Ax’=0. (25)

Ennek elkésziti a kvantummechanikai alakjat a (11)
kvantummechanikai alaknak és id6 szerinti masodik
derivaltjanak behelyettesitésével. A kapott egyenlet és
a (24) Bohr-féle kvantumfeltétel segitségével A szerint
perturbaciészamitast alkalmazva kapja az a(n, n - 1) at-
meneti egyiitthatokat.

Az irodalomban t6bben proébaltik rekonstruilni
Heisenberg gondolatmenetét, példaul Tomonaga [15],
Mehra és Rechenberg [16], valamint Aitchison, Mac-
Manus és Snyder [17]. Ezen ut6bbi szerzék véleménye
szerint azért nehéz Heisenberg eredeti cikkét megérte-
ni, mert nem ismerjiik azokat a szamitasokat, melyeket
elvégzett, ezért kozlik a szerintiik fontos szamitasokat.
Az atmeneti egylitthatok ismeretében Heisenberg ki-
szamitja az

mx’ ,x8 mA o,
+moy—+—ux' =w
2 4

(26)

teljes energiat a (11) kvantummechanikai mennyiségek
felhasznalasaval, és azt kapja, hogy a A* nagysagrendd
tagokig az energia diagonalis elemeinek értéke

(n+1jh(o0 S(nz+n+1]h2
2 2
+1

2n 641> wpm

n 51, 5 21
—ﬂzﬁ 17n3+—n2+—9n+— ,
512 wym 2 2 2

w =

(27)

majd megjegyzi, hogy néhany nem diagondlis energia-
elemre nulla értéket kapott, de nem tudja bebizonyitani,
hogy minden nem diagonalis elem nulla. A A = 0 értékre
megkapjuk a harmonikus oszcillator kvantummechani-
kai energidjat a nullponti energiaval egyiitt.

Fontos megjegyezni, hogy akkor még nem lehetett
tudni, hogy mi a kvantummechanikai helyes energia.
Heisenberg onnan gondolta, hogy j6 nyomon jar, hogy a
kapott (27) kifejezés megegyezett a Kramers-Born-féle
modszerrel kapott értékkel [12].

Heisenberg els6 cikkének kozvetlen hatdsa

Born és Jordan cikke

Amint a kézirat elkésziilt, 1925. julius 11-én vagy 12-én,
Heisenberg odaadta azt Bornnak, hogy mondjon réla
véleményt, alkalmas-e publikaldsra [4]. K6zben megje-
gyezte, hogy keményen dolgozott rajta, de néhany alap-
veté megfontolasnal tovabb nem jutott. Born megigérte,
hogy megnézi, mit tud tenni, de mivel faradt volt, csak
néhany nap miulva kezdett vele foglalkozni. KésGbbi
visszaemlékezésében igy foglalja 6ssze Heisenberg kéz-
iratdnak tartalmat:
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»Amikor néhany nap miulva elkezdtem olvasni, el-
bilivolének tartottam. Heisenberg bevezette az dtmeneti
amplitudo fogalmat, és kifejlesztett egy rajuk vonatkozo
szamitasi modszert analogidban a klasszikus rezgé rend-
szerekkel és azok harmonikus komponenseivel (Fourier-
sorok). [...] Ezutan javasolta, hogy felejtsiink el mindent a
sorokrol, és csak az atmeneti amplitaddkat tekintsiik, és
arajuk talalt szorzasi szabalyt. [...] Alegmerészebb lépése
az volt, hogy atmeneti amplitiddt rendelt a g koordina-
tahoz és a p impulzushoz is. Mély benyomast keltettek
bennem Heisenberg megfontolasai, melyek nagy lépést
jelentettek abban a tudomanyos programban, amin dol-
goztunk.” [3]

Abban az id6ben irta Einsteinnek: ,Heisenberg ha-
marosan megjelend munkdja nagyon misztikusnak td-
nik, de biztos, helyes és mély...” [3].

Miutan Born elkiildte Heisenberg kéziratat publika-
lasra, elkezdett annak tartalman gondolkodni. Az egyik
reggel rajott, hogy itt valdjaban a matrix fogalma lett
bevezetve a kvantummechanikai mennyiségek leirasa-
ra. El6szor Paulit kérte meg, hogy dolgozzanak egyiitt
a felmeriilt problémak megoldasan. Pauli érdekesnek és
fontosnak tartotta Heisenberg eredményeit, de nem any-
nyira, hogy egyiittmiikodjon Bornnal a kérdés szerinte
felesleges elmatematizaldsaban [3]. Erdekes, hogy akkor
még mennyire szokatlan volt a matrixok alkalmazasa a
fizikaban. Végiill Born Jordannal egyiittmiikoédve dol-
gozott a cikken, atirtak, kiegészitették és pontositottak
Heisenberg eredményeit [18].

A (11) jeldlést

a(n, m) el mt (28)

alakban irtdk. Igy a helykoordinatit és az impulzust a
kvantummechanikiban leir6 q és p matrixok matrix-
elemei a kovetkez6k

Gun = 4(n, m)e® ™" (29)

és

Dum = p(n, m)etnm (30)

Megmutattdk tovabba, hogy a (24) Bohr-féle kvan-
tumfeltétel ekvivalens a

pq - qp = (7/2m)1 (31)
felcserélési relacioval, ahol I az egységmatrix. Ez egyuttal
azt is mutatja, hogy a Bohr-modellben alkalmazott kvan-
tumfeltétel milyen mély feltételezés volt.

Dirac cikke

Kapica, egy szovjet fizikus, amikor Rutherford labora-
tériumaban tartézkodott Cambridge-ben, szervezett egy
szeminariumsorozatot, ahol kotetleniil mindenki hoz-
zaszolhatott és kérdezhetett. Ez volt a Kapica-klub [19].
Itt tartott Heisenberg el6adast 1925 juliusiban. El6a-
dasanak cime ,Termzoolégia és Zeemanbotanika” volt.
Bar ennek témdja a Zeeman-effektus, roviden beszélt
legjabb, kvantummechanikai eredményeirdl is. Dirac
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nem vett részt az eldadason, de eljutott hozza Heisenberg
cikkének egy kézirata. El6szor nem tlint neki érdekes-
nek, azonban kb. két hét mulva rdjott, hogy a kvantum-
mechanika szempontjabdl fontos dolgokat tartalmaz [3].
Miutan megértette Heisenberg gondolatmenetét, 6 is
bevezette a matrixjeloléseket — anélkiil, hogy megemli-
tette volna ezt a fogalmat. A kvantummechanikai meny-
nyiségek szorzasat Heisenberg-szorzdsnak nevezte, és
sok dologra rajott, amit Born és Jordan is felfedezett [18].
Uj eredménye [20], hogy a Born-féle kvantumfeltétel 4l-
talanos alakja

AB—BA:&{A)B}Zi Z 6_A6_B_6_B&_A ,(32)
2n 2n\ ="\ 0q, Op, 0q, Op,

ahol A és B az A és B klasszikus fizikai mennyiségek
kvantumos alakja és {4, B} a Poisson-féle zardjeles ki-
fejezés. Tehat

qus _qsqr = 05

DrPs— Ds D =0, (33)

q.p.— P4, = O il
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Ezeket most Heisenberg-féle felcserélési relacidknak
hivjuk.

A hiromemberes cikk

Born, Heisenberg és Jordan altalanositotta Heisenberg
f =1 szabadsagi fokra vonatkoz6 alapfeltevéseit tetsz6-
legesen sok, f > 1 szabadsagi fokd rendszerekre [21].
Kidolgoztik a perturbaciéelméletet kvantummechani-
kai rendszerekre. Ok is belattik a (33) dsszefiiggéseket.
Kanonikus transzformaciokat vezettek be, melyekre to-
vabbra is fennallnak a (33) osszefiiggések. Megmutattak,
hogy ha ez a transzformacié diagonalis alakra hozza az
energia kvantummechanikai alakjat, akkor a diagona-
lis matrixelemek megegyeznek a kvantummechanikai
rendszer energianivdival. Ezzel bevezették a sajatérték
meghatarozasanak feladatit a kvantummechanikaban.
Felirtak az impulzusmomentum matrixat, és megoldot-
tdk annak sajatérték-problémadit. Erre a cikkre kés6bb
masok ugy hivatkoztak, mint a hiromemberes munka
(Dreimiannerarbeit).

Pauli cikke

A haromemberes cikknek és az 6sszes tobbi, az 1j kvan-
tummechanikat targyal6 eddigi kozleménynek volt egy
zavar6 hidnyossiga. Az 4j kvantummechanika médsze-
reivel eddig még nem sikeriilt kiszamitani a hidrogén-
atom energiaszintjeit. Heisenberg elsé, a matrixmecha-
nikarol szo6lo6 publikiacidjaban mar megemliti az ezzel
kapcsolatos problémat [5]. Az okozta a nehézséget, hogy
a hidrogénatomnal a kinetikus energia periodikus moz-
gasnak felel meg, de a k/r alakt potencialis energia nem
periodikus. Igy a kinetikus energiat Fourier-sorba fejt-
hetjlik, de a potencialis energia felirasahoz Fourier-in-
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tegralra lenne sziikség. A kinetikus energia felirasahoz
tehat diszkrét, a potencialis energidhoz pedig folytonos
indexl matrixokra lenne sziikség. Ezt a problémat el6-
szor Paulinak sikeriilt megoldania [22]. Azt hasznalta ki,
hogy a k/r potencidl estén az

A=pxL-mk(r/r) (34)

Lenz-vektor is mozgasallandoé. Itt p, L és r a klasszikus
impulzus-, impulzusmomentum- és helykoordinata-
vektor. Heisenberg a kovetkezd szavakkal reagalt az 1j
eredményre: ,Valdszinlileg nem kell neked leirnom,
hogy mennyire 6riilok a hidrogénatom 4j elméletének.”
[3] A fizikusok tobbségét Pauli cikke gy6zte meg, hogy
igaz a kvantummechanika Gj elmélete.

Schrodinger hullimmechanikaja
és a matrixmechanika kapcsolata

Mikozben folyt Heisenberg gondolatainak értelmezése
és tovabbfejlesztése, megjelent Schrodinger cikke, mely-
ben egy teljesen mas leirast adott a kvantummechanikai
jelenségek targyalasara [23]. Ez volt a hullimmechani-
ka, és azon belill a Scrodinger-egyenlet megjelenése.
A munka a kdvetkez6 gondolattal kezd6dott: ,Ebben a
kozleményben mindenekelStt azt kivanom kimutatni
a hidrogénatom legegyszer(ibb (nem relativisztikus és
perturbdlatlan) esetére, hogy a szokasos kvantumfelté-
tel helyettesithetd egy olyan kovetelménnyel, amelyben
nincs 26 egész szdmokrol. Igy sokkal természetesebb
moédon, a rezgé hiur csomoédpontjainak szamahoz ha-
sonléan adoédik az egészszamusig.” Tehdt, szemben
a matrixmechanikaval, itt mar az elsé kozleményben
megjelenik a hidrogénatom problémajanak a megoldasa.
Schrodinger hamarosan kozli kovetkez6 cikkét, sokat-
mondd cimmel: A Heisenberg-Born—Jordan-féle kvan-
tummechanika kapcsolata az enyémmel [24]. Az egyik
labjegyzetben megjegyzi, hogy elméletének kidolgoza-
sara az 0sztonzést de Broglie disszertacidja [25] és Ein-
stein végtelenill messzire tekint6 megjegyzései adtik,
majd kitér arra, hogy miért nem hivatkozott korabban
Heisenberg cikkére: ,Nem tudok arrél, hogy elméletem
Heisenbergével barmiféle genetikus kapcsolatban allna.
Elméletérdl természetesen tudomasom volt, az azonban
a transzcendes algebra igen nehézkesnek latsz6 moéd-
szerei és a szemléletesség hidnya folytdn elriaszto, hogy
azt ne mondjam: visszataszito hatast tett ram.” [24] Vé-
giil sikeriilt legy6znie ellenallasat, és operatorok beveze-
tésével megmutatta, hogy a két elmélet matematikailag
ekvivalens. Megmutatta, hogy a q; hely- és p, impulzus-
operatoroknak ki kell elégiteniiik a (33) felcserélési rela-
cidkat, és a tobbi operator, koztiik az energia operatorais
- ami bizonyos feltételek esetén a H Hamilton-operator
- el64llithatd ezen operatoroknak a klasszikus fizikaban
megismert fliggvényei segitségével. A Heisenberg altal
bevezetett kvantummechanikai mennyiségek a megfe-
lel6 fizikai mennyiségekhez rendelt operatoroknak egy
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teljes ortogonalis fliggvényrendszeren vett mdtrixai.
Amikor korabban az adott klasszikus mennyiséghez ren-
delt kvantummechanikai mennyiségekrdl beszéltiink,
beszélhettiink volna operatorokrol is, de ezt Heisenberg
még nem tudhatta.

Hatra van még, hogy belassuk, a Heisenberg altal be-
vezetett matrixok éppen a megfelel6 kvantummechani-
kai operatorok matrixai. A kovetkezékben a napjainkban
szokasos jelolést hasznaljuk.

Az 1d6t6l fiiggd Schrodinger-egyenlet teljes rendsze-

rea
Y —de (35)

alakban irhatd, ahol @, illetve E; a H® = E® sajatérték-
probléma (id6tdl fiiggetlen Schrédinger-egyenlet) sajat-
fiiggvénye és sajatértéke. Ha most O egy tetszbleges
operitor, akkor a fenti bazison vett matrixelemei
<q) e—(i/h)Enl|O|cD e—(i/h)E,,,l>
— O(n m)e(i/h)(E,rEm)t

— O(ﬂ m)ei(u(n,m)l
s .

(36)

A (11), (28)-(30) egyenletekbdl latjuk, hogy Heisen-
berg a Fourier-sorokbol a Kramers-szabalyok alkalma-
zasaval a fizikai mennyiségek matrixait — anélkiil, hogy
tudta volna — éppen az energia-sajatfiiggvények bazisan
irta fel, és az O(m, n) atmeneti matrixelemeket a mozgas-
egyenletek és a felcserélési relaciok segitségével kapta
meg.

Kovetkezmények

Heisenberg ,,a kvantummechanika megalkotasaért” No-
bel-dijat kapott 1932-ben. Allitélag meglepédott, hogy
egyedill kapta, nem pedig Bornnal és Jordannal meg-
osztva. Born masik tanarsegédje, Pauli is Nobel-dijat
kapott 1945-ben, ,az ugynevezett Pauli-féle kizarasi elv
felfedezéséért”. Vajon mit érezhetett Born professzor,
amikor azt tapasztalta, hogy tanarsegédjei sorra kapjak
a Nobel-dijakat? Végiil 6 is kapott egyet 1954-ben, ,a
hullamfiiggvény statisztikus értelmezéséért”. Schrodin-
ger Heisenberget kovetve és Dirackal megosztva kapta
meg a Nobel-dijat 1933-ban, ,az atomelmélet 4j, termé-
keny formajanak felfedezéséért”. Az 1969-es Oppenhei-
mer-dij atvételekor Dirac visszagondolva fiatal éveire igy
fogalmazott: ,Az ezerkilencszazhuszonottel kezd6dé
néhany évet a fizika aranykoranak lehet nevezni. Ebben
az id6ben alapvetd elgondolasaink igen gyorsan fejléd-
tek, és mindenki szamara volt béven tennival6. Ma mar
vilagosan latjuk az ezen aranykor folyaman kimunkalt
gondolatok korlatait is. Mindannyian azt reméljiik, hogy
bekoszont majd egy j aranykor, amelyet valami igen
nagy hatdsa gondolat fog elinditani, s mely majd 4jbol a
felgyorsult fejlédés korszaka lesz, nagy reményekkel és
félelmekkel.” [26]
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